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AVERTISSEMENT. 


L'ouvrage^  que  je  publie  aujourd'hui  ^  est  le  résumé 
des  Leçons  de  Géométrie  analytique  que  je  professe  depuis 
plusieurs  années  dans  l'une  des  principales  écoles  prépa- 
ratoires de  Paris  (Pinstitution  dirigée  par  M.  Barbet).  Après 

réforme  radicale  introduite  récemment  dans  l'enseigne- 
ment scientifique  9  j'ai  dû  chercher  à  développer  dans  cet 
ouvrage  les  idées  qui  ont  dirigé  la  rédaction  des  nouveaux 
programmes  ;  je  me  suis  même  attaché  avec  soin  à  con- 
server dans  les  détails  Tordre  indiqué  par  ces  progranunes^ 
et  la  table  des  matières  est  la  reproduction  du  texte  officiel. 

J'ai  réuni  dans  un  Appendice  un  petit  nombre  de  ques- 
tions utiles  pour  les  candidats  à  la  licence,  mais  qui  ne 
sont  point  exigées  pour  l'admission  aux  Écoles  polytech- 
nique et  normale. 

Llntroduction,  placée  en  tête  de  l'ouvrage,  renferme  les 
notions  sur  les  courbes  usuelles  ^  qui  font  l'objet  de  l'en- 
seignement géj^métrique  dans  les  classes  de  rhétorique  et 
qui  sont  exigées  des  candidats  au  baccalauréat  es  sciences. 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


INTRODUCTION. 

NOTIONS  SUR  QUELQUES  COURBES  USUELLES. 


DÉFINITION  DE  l'eLLIPSE,  PAR  LA  PROPRIETE  DES  FOYERS.  —  TRACK 
DE  LA  COURBE  PAR  POINTS  ET  d'uN  MOUVEMENT  CONTINU.  —  AXES. 
— SOMMETS. CENTRE.  — RAYONS  VECTEURS . 

1.  Vellipse  est  une  courbe  plane  telle  que  la  somme  des 
distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  soit 
constante.  Les  deux  points  fixes  sont  appelés  foyers  de 

l'ellipse. 

La  distance  des  foyers  est  toujours  moindre  que  la  somme 
des  distances  de  ces  points  à  un  même  point  de  la  courbe , 
car  dans  un  triangle  un  côté  est  moindre  que  la  somme  des 
deux  autres. 

2.  On  peut  construire  aisément  autant  de  points  qu'on 

veut  d'une  ellipse ,  quand  on  se  donne  les  foyers  ainsi  que  la 

somme  constante  des  distances  de  ces  foyers  à  chaque  point 

de  la  courbe;  nous  désignerons  par  a  la  demi -somme  de  ces 

distances ,  en  sorte  que  2a  exprimera  la  somme  entière. 

Cherchons  d'abord  (fig.  i)  les  points  où  Tellipse  rencontre 

1 
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la  droite  qui  passe  par  les  foyers  F  et  F'.  Soit  0  le  milieu  de 

FF'  et  supposons  que  A  soit  un 
>^        point    de    Tellipse   situé    sur    la 
\     droite  FF'  dans  la  direction  de  OF , 
A  on  aura 

AF  +  AF'  =  2a, 

*        flg.  1.  mais  on   a  AF  =  OA  —  OF  ,  et 

AF'  =  OA  +  OF' ou  =  OA  +  OF,  car  OF  est  égal  à  OF', 
donc  9 

OA  — 0F  +  0A  +  0F  =  2o, 

c'est-à-dire 

20A  =  2a         et         0A  =  a. 

On  verrait  de  même  que  si  A'  est  un  point  de  Tellipse  situé 
sur  FF'  dans  la  direction  de  OF',  on  a  également 

OA'  =  a. 


U  résulte  de  là  que  l'ellipse  rencontre  la  droite  FF'  en  deux 
points  seulement,  et  que  Ton  obtiendra  ces  deux  points  A  et 
A'  en  portant  sur  FF'  à  partir  du  milieu  0  deux  longueurs 
OA  et  OA'  égales  à  a. 

Cela  posé,  comme  la  somme  des  distances  des  foyers  à  un 
même  point  de  la  courbe  est  égale  à  AA' ,  on  voit  que  si  Tune 
de  ces  distances  est  égale  à  AC,  l'autre  sera  A'G.  Si  donc  on 
prend  un  point  C  quelconque  sur  AA'  entre  F  et  F' ,  puis  que 
l'on  décrive ,  des  foyers  F  et  F  comme  centres,  deux  circonfé- 
rences qui  aient  respectivement  AC  et  A'G  pour  rayons,  les 
points  d'intersection  M  et  M' appartiendront  à  l'ellipse.  Les 
deux  circonférences  dont  nous  parlons  se  couperont  tou- 
jours, car  il  est  évident  que  la  distance  des  centres  FF'  est 
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moindre  que  la  somme  AA'  des  rayons  et  plus  grande  que  la 
différence  A'G  —  AG  ou  âOC  de  oes  mêmes  rayons. 

En  donnant  au  point  G  diverses  positions  sur  FF',  on  pourra 
construire^  comme  il  vient  d*étre  indiqué ,  autant  de  points 
qu'on  voudra  de  l'ellipse.  Quand  on  connaîtra  ainsi  des  points 
de  cette  courbe  assez  nombreux  et  assez  rapprochés  les  uns 
des  autres^  on  les  joindra  par  un  trait  continu^  et  l'ellipse 
sera  tracée  par  points» 

n  est  important  de  remarquer  les  deux  points  que  l'on  ob- 
tient en  plaçant  le  point  G  au  milieu  0  de  FF';  les  deux  cir- 
conférences qui  les  déterminent  ont  Tune  et  l'autre  pour 
rayon  a,  et  elles  se  coupent  en  deux  points  B  et  B'  situés  à 
égales  distances  du  point  0  sur  la  perpendiculaire  menée  par 
ce  point  à  la  ligne  FF'. 

5.  On  peut  aisément  tracer  rellipse  par  un  mouvement 
continu.  Si  en  effet ,  après  avoir  marqué  les  foyers  F  et  F' 
(fig.  1}^  on  prend  un  fil  dont  la  longueur  soit  exactement  égale 
k^a,  que  Ton  fixe  aux  foyers  les  extrémités  de  ce  fil  et  qu'on 
le  tende  par  le  moyen  d'un  style  muni  d'un  crayon  ou  d'un 
tire-ligne  ;  en  faisant  mouvoir  le  style  de  A  vers  B,  puis  de  B 
vers  A%  etc, ,  de  manière  que  le  fil  soit  toujours  tendu^  Tel- 
lipse  se  trouvera  décrite  par  le  crayon  ou  le  tire-ligne.  C'est 
par  un  procédé  du  même  genre  que  les  jardiniers  construi- 
sent sur  le  terrain  leurs  ovales  de  figure  elliptique.  Ils  em- 
ploient à  cet  effet  une  corde  dont  les  extrémités  sont  fixées 
au  sol  par  le  moyen  de  deux  piquets. 

On  voit  que  Teilipse  est  une  courbe  continue  et  fermée. 

4.  On  nomme  axe  d'une  figure  plane  toute  droite  qui  par- 
tage cette  figure  en  deux  parties  sy métriques ,  c'est-à-dire,  en 
deux  parties  dont  l'une  vienne  coïncider  exactement  avec  l'au- 
tre, lorsqu'on  la  fait  tourner  autour  de  l'axe  ^  comme  autour 
d'une  cbarnière  pour  la  rabattre  sur  l'autre  partie. 
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Ainsi  un  rectangle  a  deux  axes  ;  ce  sont  les  droites  qui  joi- 
gnent les  milieux  des  côtés  paraUèles  ;  un  losange  a  aussi 
deux  axea,  qui  sont  sont  ses  diagonales  ;  un  carré ,  qui  est  à  la 
fois  rectangle  et  losange,  a  par  conséquent  quatre  axes.  Le 
cercle  et  la  ligne  droite  ont  une  infinité  d'axes;  car  tout  dia- 
mètre est  un  axe  du  cercle ,  toute  perpendiculaire  à  une  droite 
est  un  axe  de  cette  droite. 

5.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  l'ellipse  a  deux  axes,  qui 
sont  la  droite  menée  par  les  foyers  et  la  perpendiculaire  à 
cette  ligne  menée  par  le  milieu  de  la  distance  des  foyers. 

Soient  F  et  F'  les  foyers  d'une 
ellipse  (fig.  2),  et  BB'la  perpendi- 
culaire menée  par  le  milieu  0  de 
FF'.  Désignons  par  2a,  comme 
précédenmient,  la  somme  des  dis- 
tances des  foyers  à  un  même  point 
flg  2  ^®  1*  courbe, 

i""  M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe,  abaissons 
MP  perpendiculaire  sur  FF'  et  prolongeons  la  d'une  quantité 
M'P  =  MP,  je  dis  que  le  point  M' appartient  à  Tellipse.  En 
effet  MF  et  M T ,  MF'  et  M'F'  sont  par  rapport  à  MM'  des  obli- 
ques qui  s'écartent  également  du  pied  de  la  perpendiculaire 
FF';  elles  sont  donc  égales;  d'ailleurs  la  somme  MF  +  MF' 
est  égale  à  2a,  puisque  le  point  M  est  sur  l'ellipse;  donc  la 
somme  MT  +  MT'  est  aussi  égale  à  2a ,  et  par  conséquent 
le  point  M' appartient  à  l'ellipse.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  fait 
tourner  la  partie  du  plan  qui  est  au-dessus  de  AA'  pour  la  ra- 
battre  sur  l'autre  partie,  chaque  pomt  M  de  ABA  viendra 
coïncider  avec  son  symétrique  M'  de  AB'A'  ;  ce  qui  montre 
que  AA'  est  un  axe  de  l'ellipse. 

2°  M  étant  toujours  un  point  quelconque  de  l'ellipse, 
abaissons  MQ  perpendiculaire  sur  BB'  et  prolongeons-la  d'une 
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quantité  M"Q  =  MQ ,  je  dis  que  le  point  M"  appartient  à  l*d- 
Bpse.  En  eflfet,  joignons  OM  et  OM",  les  triangles  OMQ  et  OM^Q 
8ont  égaux  comijie  ayant  un  angle  droit  compris  entre  côtés 
égaux  chacun  à  chacun  ;  il  en  résulte  que  les  droites  OM  et 
OM" sont  égales,  ainsi  que  les  angles  MOQ  et  M"OQ ;  par  suite 
les  angles  MOF  et  M"OF ,  MOF  et  M"OF  sont  aussi  égaux.  On 
voit  d'après  cela  que  les  triangles  MOF  et  M"OF',  MOF  et 
M"OF  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  en  0  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  d'où  il  suit  que 
MF  =  M"P  c»  MF'  =  M'T.  D'ailleurs  MF  +  MF'  est  égale  à 
2a,  donc  M**F  4-  M'T'  est  aussi  égale  à  2a,  et,  par  consé- 
quent, le  point  M"  est  sur  l'ellipse.  Il  résulte  de  là  que  si  Ton 
fait  tourner  la  partie  du  plan  qui  est  à  droite  de  BB'  pour  la 
rabattre  sur  la  partie  qui  est  à  gauche,  chaque  point  M  de 
BAB'  viendra  coïncider  avec  son  symétrique  M"  de  BA'B';  ce 
qui  montre  que  BB'  est  un  deuxième  axe  de  la  courbe. 

Les  deux  axes  AA'  et  BB'  partagent  ainsi  TeUipse  en  quatre 
parties  égales  ;  en  sorte  que  la  première  partie  AB  ou ,  conmie 
Ton  dit  aussi,  le  premier  quadrant  étant  tracé,  on  pourra 
tracer  facilement  les  trois  autres. 

6.  On  nomme  sommets  de  l'ellipse  les  quatre  points 
A,  A',  B,  B'  où  cette  courbe  rencontre  ses  axes.  On  appelle 
longtAeurs  des  axes  les  parties  des  axes  comprises  dans  l'inté- 
rieur de  la  courbe  et  qui  ont  pour  extrémités  les  sommets.  Le 
plus  souvent  même  on  se  sert  du  simple  mot  axe  pour  dési- 
gner l'une  ou  l'autre  des  longueurs  AA'  et  BB'  dont  il  vient 
d'être  question.  L'axe  AA'  est  dit  le  grand  axe  ou  quelque- 
fois Vaxe  focal,  parce  qu'il  contient  les  foyers;  l'axe  BB'  est 
le  petit  axe. 

Nous  avons  désigné  par  2a  le  grand  axe  AA'  ;  nous  repré- 
senterons le  petit  axe  par  26  et  la  distance  des  foyers  ou  dis- 
tance focale  par  2c.  D'après  cela  on  voit  que  le  triangle  rec- 
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tangle  BOF  (fig.  2)  a  pour  hypoténuse  a  j  et  que  ses  autres 
côtés  sont  6  et  c;  on  a  donc 

a^zziV  +  c',        d'où        c  =  sla'  —  b\ 

n  résulte  de  là  qu'une  ellipse  est  complètement  déterminée 
quand  on  se  donne  les  deux  axes^  car  on  connaît  alors  la  dis- 
tance des  foyers  et  la  somme  des  distances  de  ces  foyers  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe. 

7.  On  nomme  centre  d'une  courbe  un  point  qui  partage  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  qui  y  passent  II  est  aisé 
de  démontrer  que  l'ellipse  a  pour  centre  le  milieu  de  la  dis- 
tance des  foyers.  Effectivement, 
soient  F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse 
(fig.  3),  0  le  milieu  de  la  droite  FF', 
et  M  un  point  de  courbe  ;  tirons  MO 
et  prolongeons- la  d'une  quantité 
M'O  =  MO,  joignons  ensuite  MT  et 
MT'.  Le  quadrilatère  FMF'M'  est  un 

car  ses  diagonales  se  coupent  en  parties 
^ales;  donc  MF  et  MT',  MF'  et  MT  sont  égales;  d'ail- 
4Muni  MF  +  MF'  =  2a ,  donc  on  a  aussi  MT  +  MT'  =  2a, 
ce  qui  prouve  que  le  point  M'  est  sur  Tellipse  et  par  suite  que 
le  point  0  est  le  milieu  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par  ce 
point  Le  point  0  est  donc  le  centre  de  l'ellipse. 

8.  Lorsqu'un  point  se  meut  de  manière  à  engendrer  une 
ligne  droite  ou  courbe ,  on  nomme  rayon  vecteur  de  ce  point 
mobile  sa  distance  à  un  point  fixe  pris  à  volonté  ;  souvent 
même  pn  emploie  cette  dénomination  de  rayon  vecteur  pour 
désigner  la  distance  du  point  fixe  à  un  point  quelconque  de  la 
figure  situé  ou  non  sur  la  courbe.  Dans  la  théorie  de  l'ellipse^  on 
donne  généralement  le  nom*  de  rayons  vecteurs  aux  droites  qui 
joignent  les  foyers  à  un  point  quelconque  du  plan  de  la  figuM. 


NOTIONS  SUR  QUELQUES  COURBES  USUELLES.  T 

Àiosi  ;  d'après  cette  définition,  on  voit  que  la  somme  des  rayons 

ueleurs  de  chaque  point  de  Vellipse  est  égale  au  grand  axe. 

U  est  bon  de  remarquer  que  l'ellipse  sépare  les  points 

du  plan  dont  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  supérieure 

au  grand  axe,  de  ceux  pour  les- 
quels cette  somme  est  inférieure 
au  grand  axe;  en  d'autres  termes; 
si  F  et  F'  sont  les  foyers  d^une  ellipse 
dont  le  grand  axe  est  2a  (fig.  A),  on 
a,  pour  tout  point  P  extérieur  y  FP  + 
fig.  4.  FT  >  2a,-  et,  pour  tout  point  F  inté- 

rieur d  la  courbe,  FF  +  FT'  <  2a. 

En  efiet^  dans  le  premier  cas ,  si  Ton  joint  le  point  F  au 
point  M  où  FP  rencontre  la  courbe ,  le  triangle  FMP  donnera 

FP  +  PM>FM. 

ajoutant  F^M  de  part  et  d'autre ,  puis  observant  que  FM  4-  W 

=  2a,  il  viendra 

FP  +  FT  >  2a. 

Dans  le  deuxième  cas,  si  Ton  prolonge  FF  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  la  courbe  et  que  l'on  joigne  FM,  le  trian^  ^M 

donnera 

FF<FM  +  P'M; 

ajoutant  FT'  de  part  et  d'autre ,  on  aura 

FF  +  FF<2a. 

9.  La  figure  de  Tellipse  dépend  des  grandeurs  relatives 
des  deux  axes^  ou,  ci  Ton  veut,  des  grandeurs  relatives  de  la 
distwce  focale  et  du  grand  axe  qui  sont  les  éléments  donnés 

immédialieBieiit.  Le  rapport  -  de  ces  deux  éléments  est  ce  que 
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l'on  nomme  VexceniricUé  de  F  ellipse;  il  est  toujours  compris 
entre  0  et  i.  Quant  rexcentricité  diffère  très-peu  de  Tunité,  le 
petit  axe  est  très-petit  relativement  au  grand,  et  la  figure  de  l'el- 
lipse est  très-ailongée  dans  le  sens  du  grand  axe;  on  voit  que 
la  courbe  se  réduit  à  la  droite  finie  qui  joint  les  foyers  dans  le 
ca<^  limite  où  l'excentricité  devient  égale  à  1.  Au  contraire, 
si  rexcentricité  est  très-petite,  la  différence  des  rayons  vec- 
teurs de  chaque  point  de  l'ellipse  sera  relativement  très- 
petite  ;  chacun  de  ces  rayons  différera  peu  du  demi  grand  axe 
et  la  figure  de  la  courbe  sera  sensiblement  circulaire.  On  voit 
même  que  l'ellipse  se  réduit  réellement  à  une  circonférence 
dans  le  cas  limite  où  l'excentricité  devient  nulle.  Ainsi  la  cir^ 
conférence  de  cercle  est  une  ellipse  dont  les  deux  axes  sont 
égaux  ou  dont  rexcentricité  est  nulle. 

Les  orbites  que  décrivent  la  terre  et  les  autres  planètes 
sont  des  ellipses  dont  le  soleil  occupe  un  des  foyers.  Les 
excentricités  sont  généralement  assez  petites;  nous  donnons 
id  leurs  valeurs  pour  les  planètes  principales. 

Mercure.  .  0,2056063  Jupiter.  .  0,0/i81621 

Vénus.  .  .  0,0068618  Saturne.  .  0,0561505 

La  terre.  .  0,01679226  Uranus.  .  0,0666 

Mars..  .  .  0,0932168  Neptune.  .  0,0087195 

DÉFimiiON  générale'^de  la  tangente  a  une  courbe. 

10.  On  nonmie  généralement  tangente  en  un  point  M  d'une 

courbe  (fig.  5)  la  li- 
mite MT  des  posi- 
tions successives  que 
prend  une  sécante 
passant  par  le  point 
flg.  I.  M  et  par  un  second 


A 
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point  M'  de  la  courbe^  lorsque  ce  second  point  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier  en  demeurant  constamment  sur  la 

courbe. 

Le  point  où  une  droite  est  tangente  à  une  courbe  se  nomme 
point  de  cont€u:t  ou  simplement  contact. 

Lorsqu'une  courbe  ne  peut  jamais  être  coupée  en  plus  de 
deux  points  par  une  droite^  la  courbe  n'a  évidemment  qu'Un 
seul  point  commun  avec  chacune  de  ses  diverses  tangentes. 
Tels  sont,  par  exemple,  le  cas  de  la  circonférence,  et,  comme 
on  le  verra ,  ceux  de  Tellipse  et  de  la  parabole. 

La  perpendiculaire  menée  à  la  tangente  d'une  courbe,  par 
le  point  de  contact ,  est  dite  normale  à  la  courbe  en  ce  point. 

LES  RATONS  VECTEURS  HEICBS  PAR  LES  FOTERS  A  UN  POINT  DE  l'eLLIPSE 
FONT,  AVEC  LA  TANGENTE  EN  CE  POINT  ET  d'uN  idlIE  CÔT^  DE  CETTE 
LIGNE,   DES   ANGLES  EGAUX. 


H.  Soient  F  et  F'  les  foyers  d'une  eUipse  (tig.  6)  et  M  un 

point  de  la  courbe;  menons 
par  ce  point  M  et  par  un  se- 
cond point  M'  de  Tellipse  la 
sécante  KL,  et  cherchons,  con- 
formément à  la  définition  des 
tangentes,  quelle  sera  la  li- 
j;  mite  de  cette  sécante  ^  lorsque 
le  point  M'^  se  mouvant  sur 
la  courbe,  sera  venu  se  confon- 
dre avec  M.  Abaissons  FI  per- 
pendiculaire sur  KL  et  prolongeons-la  d'une  quantité  IG  = 
FI  ;  joignons  les  points  M  et  M'  à  chacun  des  points  F,  F'  et 
G,  tirons  FG  qui  coupe  KL  en  0  et  joignons  enfin  le  point  0 
au  foyer  F',  Je  dis  que  le  point  0  sera  toujours  situé  entre 


fig.  6. 
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les  points  M  et  M',  comme  l'indique  la  figure.  En  effets 
les  points  M  et  M',  étant  sur  l'ellipse  y  on  a  MF  4*  MF'  =5 
MT  +  MT'=  2a  ;  mais  les  obliques  MF'  et  MG  sont  égales; 
ainsi  que  MT"  et  M'G  ;  donc 

GM  +  MF  =  GM'+M'F; 

or,  cette  égalité  serait  impossible  si  les  deux  points  M  et  M' 
étaient  d'un  même  côté  du  point  0  sur  KL ,  car  alors  Pune 
des  lignes  brisées  GMF  et  GMT  envelopperait  l'autre ,  et  ces 
lignes  terminées  aux  mêmes  extrémités  ne  pourraient  être 
égales.  On  voit  donc  que  si  Ton  fait  tourner  la  droite  KL  au- 
tour du  point  M  de  manière  que  M'  se  rapproche  indéfini- 
ment de  M,  le  point  0,  qui  restera  toujours  sur  la  droite  MM' 
entre  les  points  M  et  M',  se  confondra  avec  M  à  la  limite. 

■m 

Cela  posé^  la  droite  KL  joint  le  sommet  0  du  triangle  isocèle 
F'OG  avec  le  milieu  de  la  base  ;  il  en  résulte  que  les  angles 
F'OK  et  KOG  sont  égaux  ;  d'ailleurs  KOG  et  FOL  sont  égaux 
conmie  opposés  par  le  sommet;  donc  F'OK  =  FOL.  Ainsi, 
dans  toutes  les  positions  de  la  droite  KL,  les  rayons  vecteurs 
du  point  0  font  avec  KL  et  d'un  même  côté  de  cette  ligne  des 
angles  égaux.  A  la  limite^  la  droite  KL  se  confond  avec  la 
tangente  TT',  le  point  0  avec  M ,  et  Ton  a 

FTVrr=FMT, 

ce  qu'il  (allait  démontrer  f^). 

Remarque  L  La  démonstration  qui  précède  suppose  que, 
dans  toutes  ses  positions^  la  droite  mobile  KL  laisse  d'un 
même  côté  les  foyers  F  et  F.  Or  cette  hypothèse  est  légitime, 
il  sufiit  pour  la  réaliser  que  le  point  mobile  M' soit,  à  l'origine 

(*)  Cette  démonstratk»,  aussi  simple  ^e  riflonrease  et  élégante,  m'a 
été  eonamniqaée  par  M.  h  A.  Stnel. 


NOTIONS  SUR  QUELQUES  COURBES  USUELLES. 


11 


de  son  mouvement,  du  même  côté  de  l'axe  focal  que  le  point 
M  ',  effectivement  toute  droite  qui  coupe  Taxe  focal  entre  les 
deux  foyers  ne  peut  avoir  avec  Tellipse  qu'un  seul  point 
commun  de  chaque  côté  de  Taxe  focal,  puisque  s'il  en  était 
autrement  on  aurait  deux  lignes  brisées  égales  terminées  aux 
foyers  et  dont  Tune  envelopperait  Fautre,  ce  qui  est  absurde. 
Remarque  II.  Le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage^ 
complété  par  ce  que  renferme  la  remarque  I,  prouve  qu'une 
droite  ne  peut  rencontrer  l'ellipse  en  plus  de  deux  points. 
D'où  il  suit  que  : 

V  Une  tangente  à  l'ellipse  n'a  qu'un  seul  point  commun 
avec  la  courbe  ; 

2o  L'ellipse  est  tout  entière  située  d'un  même  côté  de 
chacune  de  ses  tangentes. 

iS.  La  tangente  à  r ellipse  en  un  sommd  quelconque  est 
perpendiculcfire  à  l'axe  qui  passe  par  ce  sommet. 

En  effet,  considérons  d'abord 
le  sommet  A,  et  soit  EL  la  tangente 
en  A  (fig.  7)  ;  les  angles  FAH  et 
^F'AL  étant  égaux,  chacun  d'eux 
est  droit;  donc  EL  est  perpendi- 
culaire sur  AA'.  Le  même  raison- 
'  nement  s'applique  à  la  droite  Kl 
tangente  en  A'.  Soit,  en  second  lieu^ 
KH  la  tangente  au  sommet  B;  les  angles  KBF'  et  HBF  sont 
égaux;  mais  il  est  évident  que  les  angles  OBF  et  OBF  le 
sont  aussi  ;  donc  OBK=:OBH,  et  KH  est  perpendiculaire  sur 
BB',  Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  droite  IL  tangente 

en  B'. 
n  résulte  de  là  que  Tellipse  est  imcriÊe  dans  le  rectangle 

HKIL  construit  sur  les  axes. 


K 


B 


H 


(^ 

\N 

r         0 

F        J 

B' 
fig.  7. 
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MENER   LA   TANGENTE   A    l'eLLIPSE  :    i»  PAR    UN    POINT   PRIS   SUR   LA 
courbe;    2**   PAR   UN  POINT  EXTÉRIEUR. NORMALE   A  l'eLLIPSE. 

13.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  mener  la  tangente 

>         en  un  point  M  d'une  ellipse  (fig.  8). 

Tirons  les  rayons  vecteurs  MF  et 
MP;  prolongeons  l'un  d'eux,  MF 
par  exemple,  d'une  quantité  MG 
égale  à  l'autre,  joignons  GF'  et 
abaissons  du  point  M  la  perpendi- 
diculaire  TMP  sur  FG;  cette  per- 
fig-  8-  pendiculaire  sera  la  tangente  de- 

mandée. 

En  effet,  le  triangle  F'MG  étant  isocèle,  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  la  base  partage  l'angle  F'MG  en  deux 
parties  égales  ;  on  a  donc  F'MP  =  GMP,  Mais  les  angles  GMP 
et  TMF  sont  égaux  comme  opposés  par  le  sommet;  donc 
F'MP  =  FMT,  donc  MT  est  tangente. 

Remarque.  Si  l'on  joint  le  centre  0  milieu  de  FF'  au  point 
P  qui  est  le  milieu  de  F'G,  la  droite  OP  sera  parallèle  à  FG 
et  égale  à  la  moitié  de  FG,  c'est-à-dire  à  a.  Il  résulte  de  là 
que  la  distance  du  centre  de  Vellipse  aux  pieds  des  perpendi» 
culaires  abaissées  d'un  foyer  sur  les  tangentes  est  constante  et 
égale  au  demi  grand  axe^  on  y  en  d'autres  termes,  le  lieu 
géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers 
â!une  ellipse  sur  les  tangentes  est  la  circonférence  décrite  sur 
le  grand  axe  comme  diamètre. 

14.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  une  tangente  à 
l'ellipse  par  un  point  T  extérieur  à  la  courbe  (fig.  9).  Supposons 
pour  un  moment,  le  problème  résolu  ;  soient  TM  la  tangente 
demandée  et  M  le  point  de  contact.  Tirons  les  rayons  vecteurs 
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iMF,  MF'  et  prolongeons  l'un  d'eux ,  MF  par  exemple^  tfune 

quantité  MG  égale  à  l'autre;  joi- 
gnons ensuite  F'G ,  FT  et  GT. 
La  tangente  MT ,  divisant  en  deux 
parties  égales  l'angle  au  sommet 
du  triangle  isocèle  F'UG,  sera 
perpendiculaire  à  GF'  et  passera 
par  le  milieu  P  de  cette  ligne  ; 
fig.  9.  on  auniy  par  suite ,  TG  =  TF'; 

d'ailleurs  FG  =  2a  ;  donc  le  pwiit  6  peut  être  déterminé 
par  Tintersection  de  deux  circonférences,  Tune  décrite  du 
foyer  F  comme  centre  avec  le  rayon  2a,  l'autre  décrite  du 
point  donné  T  comme  centre  avec  le  rayon  TF'.  Le  point  G 
étant  connu ,  on  le  joindra  au  foyer  F',  et  Ton  abaissera  du 
point  T  la  perpendiculaire  TP  sur  F'G;  cette  perpendicu- 
laire sera  la  tangente  demandée,  et  le  point  M,  où  elle  ren- 
contre FG,  sera  le  point  de  contact. 

En  effet,  on  a,  par  construction  TG  =  TF',  donc  TP  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  F'G;  donc  MF'  =  MG,  et 
par  conséquent  MF  +  MF'  =  2a,  ce  qui  prouve  déjà  que  le 
point  M  est  sur  l'ellipse.  En  second  lieu  l'angle  F'MP  =  GMP 
=  FMT  ;  donc  MT  est  tangente. 

Nous  avons  vu  que  le  point  G  est  déterminé  par  l'intersec- 
tion de  deux  circonférences;  or  deux  circonférences  se  ren- 
contrent généralement  en  deux  points,  il  y  a  donc  deux 
solutions  et  par  le  point  donné  T  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes à  Tellipse.  11  est  facile,  en  effet,  de  démontrer  que 
les  deux  circonférences  décrites  des  points  F  et  T  comme 
centres,  avec  des  rayons  égaux  à  2aet  àTF'  respectivement, 
se  rencontrent  toujours  en  deux  points,  si,  comme  nous  le 
supposons,  le  point  Test  extérieur  à  l'ellipse.  Joignons  FT;  le 
point  T  étant  extérieur  à  l'ellipse ,  on  a  (n*^8)  2a  <  TF  +  TF'; 
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d'ailleurs  dans  le  triangle  TFF'  on  a  TF  <  FF  +  TF'  et, 
à  fortiori ,  TF  <  2a  +  TF'.  Cela  prouve  que  nos  deux  circon- 
férenoes  se  rencontrent  toujours  en  deux  points ,  car  la  dis- 
tance des  centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayons,  et 
le  plus  grand  rayon  est  moindre  que  la  somme  du  plus  petit 
et  de  la  distance  des  centres. 

Si  le  point  T  était  sur  Fellipse ,  on  aurait  2a  =  TF  +  TF'; 
alors  le  plus  grand  rayon  serait  égal  à  l'autre  augmenté  de  la 
distance  des  centres,  et  les  deux  circonférences  se  toucheraient 
intérieurement  Dans  ce  cas  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  tangente 
et  l'on  retombe  sur  la  construction  donnée  précédemment. 

Si  le  point  T  était  intérieur  à  Tellipse,  on  aurait  2a  > 
TF  +  TF';  alors  l'un  des  rayons  serait  plus  grand  que  l'autre 
augmenté  de  la  distance  des  centres;  les  deux  circonférences 
seraient  intérieures  l'une  à  l'autre,  et  il  n'y  aurait  plus  de 
tangente. 

iS.  La  propriété  démontrée  au  n®  il  fournit  encore  un 
moyen  très-simple  de  mener  àTdlipse  une  tangente  parallèle 

à  une  droite  donnée.  Soient  F  et 
F'  les  foyers  de  l'ellipse  (fig.  10) 
et  CD  la  droite  à  laquelle  la  tan- 
gente doit  être  parallèle.   Si  le 
problème  était  résolu,  que  TP 
fût  la  tangente  demandée  et  M  le 
ponit  de  contact,  en  joignant  FM 
et  prenant  sur   cette  direction 
FG  =  2a ,  la  ligne  F'G  serait  per- 
pendiculaire sur  TP  et  par  suite  sur  CD.  Il  résulte  de  là  que  le 
pomt  G  peut  être  déterminé  par  l'intersection  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  F'  sur  CD  avec  la  ciroonftrence  de  rayon  2a 
et  décrite  du  point  F  comme  centre.  Le  point  G  étant  connu , 
on  le  joindra  au  point  F  et,  par  le  milieu  P  de  GF,  on  mènera 


flg.  10. 
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TP  parallèle  à  CD  ;  cette  parallèle  sera  la  tangente  demandée 
et  le  point  M  où  elle  rencontrera  GF  sera  le  point  de  contact. 
£d  effet ,  joignons  MF';  la  ligne  TP  étant  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  GF'  par  construction^  on  a  GH  =  Fld;  donc 
MF  -|-  MF'  =  2a  ;  ce  qui  prouve  déjà  que  le  point  M  est  sur 
Tellipse.  En  second  lieu  Fangle  F'MP  =  6MP  =  FMT;  donc 
TP  est  tangente. 

Le  point  G  est  déterminé  par  Fintersection  d'une  droite  et 
d'un  cercle^  lesquels  se  coupent  généralement  en  deux  points. 
11  peut  donc  y  avoir  deux  solutions  -,  or  je  dis  que  les  deux 
solutions  ont  lieu  dans  tous  les  cas^  en  effet  le  rayon  du  cercle 
2a  est  plus  grand  que  FF'  et,  à  fortiori,  plus  grand  que  la  dis- 
tance de  son  centre  F  à  la  droite  F'G. 

Remarque.  La  construction  de  la  tangente ,  dans  les  trois 
cas  que  nous  venons  d'examiner,  ne  suppose  pas  que  la  courbe 
soit  tracée  5  il  suâSt  de  connaître  les  foyers  et  la  longueur  du 
grand  axe.  Quand  on  construit  nne  ellipse  par  points,  il  est 
convenable  de  mener  les  tangentes  aux  points  qu'on  a  déter- 
minés ;  elles  permettent  d'obtenir  un  dessin  plus  exact. 

16.  La  normale  à  V ellipse  en  un  f  oint  partage  en  deux 
parties  égales  V angle  des  rayons  vecteurs  de  ce  point. 

En  effet,  soit  TT'  la  tan- 
gente à  une  ellipse  en  M 
(tig.  11)  et  MN  la  normale; 
tirons  les  rayons  vecteurs  MF 
et  MF';  on  a 

FMT=F'MT', 

«R-  "•  NMT  =  NMT'  =  un  droit, 

donc 

FMN  =  F'MN, 
œ  qu'il  faliaii  dteontrar. 


.* 
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DEntunon  m  la  FjUueoLit ,  par  la  propriété  dd  foieh  et  de  l 

DtRECTRlCS. — TRACB  DB  LA  COURBB  PAR  FOIKTS  ET  d'l'N  H 
COHTIKU. — Aïs. — SOMMET. — RATON  TBCTEOR. 


17.  La  parabole  est  une  courbe  plane  dont  chaque  point 
est  également  distant  d'un  point  fixe  et  d'une  droite  fixe.  Le 
point  fixe  est  dit  le  foyer  et  la  droite  fixe  est  dite  la  directrice 
de  la  parabole. 

IB .  On  peut  construire  aisément  autant  de  points  qu'on  veut 
de  la  parabole  quand  on  se  doune  le  foyer  et  la  directrice. 
Soient  F  le  foyer  et  DD'  la  di- 
rectrice (fig.  12).  Abaissons  du 
foyer  une    perpendiculaire  EE' 
sur  la  directrice  et  soit   E  le 
point  de  rencontre.  11  est  clair 
'  que  le  milieu  S  de  FË  appar- 
tient à  la  parabole  et  que  ce  point 
est  le  seul  qui  soit  commun  k  EE' 
et  à  la  courbe. 

Pour  avoir  d'autres  points,  soit 
P  un  point  quelconque  de  SE'; 
menons  par  ce  point  MM'  perpendiculaire  à  EE',  et  décri- 
vons, du  point  F  comme  centre,  une  circonférence  d'un 
rayon  égal  à  PE  ;  cette  circonférence  rencontrera  la  droite 
MM'  en  deux  points  M  et  M' qui  appartiendront  à  la  parabole. 
Je  dis  d'abord  qu'il  y  aura  rencontre  pourvu  que  le  point  P 
soit  situé  sur  la  partie  indéfinie  SE'  de  la  droite  EE',  car  alors 
le  rayon  EP  sera  plus  grand  que  la  distance  do  centre  F  à  la 
droite.  En  second  lieu,  les  points  M  et  M' appartiendront  à  la 
courbej  car,  pour  le  point  M  par  exemple,  on  a  FM  =  EP 
=  MN,  On  aura  de  cette  manière  autant  de  points  qu'on  vou- 
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dra  de  la  parabole ,  et  comme  le  point  P  peut  avoir  toutes  les 
positions  sur  la  droite  indéfinie  SE',  il  s'ensuit  que  la  courbe 
s'étend  à  l'infini  au-dessus  et  au-dessous  de  la  droite  EE'.  On 
voit  en  outre  que  la  courbe  est  tout  entière  située  d'un  même 
côté  de  la  droite  W  menée  par  le  point  S  parallèlement  à  la 
directrice^  et  qu'elle  n'a  avec  cette  droite  que  le  seul  point 
commun  S.  % 

Quand  on  aura  ainsi  construit  des  points  assez  rapprochés 
les  uns  des  autres^  on  les  joindra  par  un  trait  continu^  et  une 
portion  de  la  courbe  sera  tracée  par  points. 
19.  On  peut  aussi  tracer  d'un  mouvement  continu  une  por- 
tion de  parabole  aussi  ét^- 
due  qu'on  le  veut.  Soient 
DD'  la  directrice,  F  le  foyer 
(fig.  13),  et  supposons  qu'on 
veuille  tracer  la  portion  de 
parabole  comprise  entre  la  di- 
rectrice et  une  parallèle  KK' 
située  à  une  distance  de  la  di- 
rectrice égale  à  EH.  On  pren- 
dra une  équerre  ABC  dont  un 
des  côtés  de  l'angle  droit  AG 
soit  égal  à  EH;  on  prendra 
aussi  un  fil  de  même  lon- 
gueur ;  on  fixera  Tune  des  extrémités  de  ce  fil  au  foyer  F  et 
l'autre  extrémité  au  sommet  G  de  l'équerre;  on  placera  une  rè- 
gle suivant  la  directrice  et  l'on  appuiera  Téquerre  sur  la  règle 
de  manière  que  le  sonunet  A  soit  en  E  et  le  sommet  G  en  H.  Gela 
posé,  si  Ton  fait  glisser  l'équerre  de  E  vers  D  et  que  Ton  teiide 
le  fil  par  le  moyen  d'un  style  appliqué  sur  GA  et  muni  d'un 
crayon ,  la  portion  SMK  de  la  parabole  se  trouvera  tracée  par 
le  crayon.  On  décrira  par  le  même  moyen  la  portion  SK'.  Il 
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est  aisé  de  justifier  la  consti*uction  précédente.  Considérons 
en  effet  Téquerre  dans  une  quelconque  de  ses  positions ,  et 
soit  M  le  point  occupé  par  le  style;  le  fil  forme  la  ligne  brisée 
GMF  y  mais  la  longueur  de  ce  fil  est  EH  ou  GA ,  donc 

CM  +  MF  =  CM  +  MA      ou      MF  =  MA  ; 

donc  le  point  M  a  décrit  une  portion  de  parabole. 

SO.  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  n^  18  que  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  foyer  sur  la  directrice  est  un  axe  pour  la 
parabole.  Effectivement  les  perpendiculaires  à  cette  droite 
rencontrent  la  parabole  en  deux  points  symétriques  par  rap- 
port à  la  droite.  Le  point  où  Taxe  rencontre  la  parabole  est  dit 
le  sommet  de  la  courbe. 

81.  Dans  la  théorie  de  la  parabole  on  nomme  rayon  vec- 
teur la  distance  du  foyer  à  un  point  quelconque  de  la  figure. 
Ainsi 

Le  rayon  vecteur  d!un  point  de  la  parabole  est  égal  à  la 
distance  de  ce  point  à  la  directrice. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  parabole  sépare  les  points 
du  plan  dont  le  rayon  vecteur  est  plus  grand  que  la  dis- 
tance à  la  directrice  de  ceux  pour  lesquels  ce  rayon  vecteur 
est  plus  petit  que  la  distance  à  la  directrice.  En  d'autres  ter- 
mes ^  si  Ton  appelle  points  intérieurs  à  la  courbe  ceux  qui 
comme  le  foyer  sont  compris  dans  Tespace  indéfini  formé  par 
les  deux  branches  delà  courbe,  et  points  extérieurs  ceux  qui 
ne  sont  point  situés  dans  cet  espace ,  on  a  ce  théorème  : 

Le  rayon  vecteur  d^ un  point  du  plan  de  la  parabole  est  infé- 
rieur  ou  supérieur  à  la  distance  de  ce  point  à  la  directrice , 
mivant  quil  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  courbe. 

En  effet,  soient  F  le  foyer  et  DD'  la  directrice  (fig.  14); 
i°  P  étant  intérieur  à  la  courbe ,  menons  PMN  perpendicu^ 
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lâire  à  la  directrice^  et  soit  M  le  point  de  rencontre  avec  la 

courbe;  le  triangle  FMP  donne 
PF<MP  +  MF,  mais  MF=:MN, 
P"  *«>^p  donc 

FF  <  PN. 

2»  P'  étant  un  point  extérieur  à 
la  courbe,  menons  NP'M  perpen- 
diculaire à  la  directrice,  et  soit 
fig,  14.  M  le   point  de   rencontre   avec 

la  courbe  ;  le  triangle  FMP'  donne  FM  ou  MN  <  PT  +  P'M , 
d'où  PT  >  MN  —  FM,  ou 

?T  >  P'N. 

L\  TANGENTE  FAIT  DES  ANGLES  EGAUX  AVEC  LA  PARALLELE  A  l'aXE 
ET  LE  RAYON  VECTEUR  ,  IfENES  PAR  LE  POINT  DE  CONTACT. 


22.  La  démonstration  de  ce  théorème  est  presque  identique 
à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  au  n^  11.  Toutefois,  pour 
la  dégager  de  ce  qui  est  accessoire,  nous  démontrerons  à  part 
le  lemme  suivant  siu*  laquelle  elle  repose. 

Lemke.  Soit  ABCD  un  trapèze  rectangle  en  A  et  B  (fig.  15), 
êi  P  on  prend  un  point  E  dans  Viniérieur  de  ce  trapèze  y  qu^on 
h  joigne  au  point  G  et  que  Von  abaisse  £F  perpendiculaire  sur 

AB,    la   ligne  brisée 
CEF  ainsi  obtenue  sera 
c   \  plus  courte  que  la  li- 

'n,  \  ffwe  brisée  CDA. 

En    effet ,    fiiisons 

tourner  la  figure  au- 

*«•  "•  tour  de  AB ,  de  ma- 


.  Vf 

"A 
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mère  à  la  rabattre  sur  la  portion  du  plan  qui  est  situé  de 
Tautre  côté  de  AB.  Les  points  C,  D,  E  viendront  se  placer  en 
C,  D',  E'.  Or  les  angles  en  A  et  B  étant  droits ,  les  lignes 
DAD',  CBC'  sont  droites,  et  la  ligne  brisée  CDD'C  est  plus 
grande  que  la  ligne  enveloppée  CEE'C,  donc  CD  +  DA,  qui 
est  moitié  de  CDD'C,  est  plus  grand  que  CE  +  EF,  qui  est 
moitié  de  CEE'C. 
25.  Démontrons  actuellement  le  thorème  énoncé.  Soient  F 

le  foyer,  DIK  la  directrice 
de  la  parabole  et  M  le  point 
de  la  courbe  où  nous  vou- 
lons considérer  la  tangente 
(fig.  16).  Menons  par  ce 
point  M  et  par  un  second 
point  M'  de  la  courbe  la 
sécante  KL,  et  cherchons 
quelle  sera  la  limite  de  cette 
sécante,  lorsque  le  point  M' 
fi»*  *^*  se  mouvant  sur  la  courbe 

sera  venu  se  confondre  avec  M.  Abaissons  FI  perpendicu- 
laire sur  KL,  et  prolongeons-la  d'une  quantité  IG  =  FI; 
joignons  les  points  M  et  M'  à  chacun  des  points  F  et  G; 
puis,  par  les  points  M,  M'  et  G,  menons  MP,  MT',  et  GO  per- 
pendiculaires à  la  directrice.  Soient  enfin  m,  m' et  o  les  points 
où  ces  perpendiculaires  rencontrent  une  parallèle  HH'  à  la 
directrice,  située  à  une  distance  quelconque  de  cette  direc- 
trice, mais  cependant  assez  grande  pour  que  les  points  M  et 
M'  soient  Tun  et  l'autre  dans  la  bande  comprise  entre  DD'  et 
et  HH'.  Je  dis  que  le  point  0  où  GO  rencontre  KL  sera  tou- 
jours situé  entre  les  points  M  et  M',  commeFindique  la  figure. 
En  effet,  on  a  MP+Mm=MT'+MW  comme  parallèles 
comprises  entre  parallèles  ;  d'ailleurs  MP  =  MF=MG,  de 
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même  M'F  =  M'F=M'Gî  donc  MG  +  Mm=M'G  +  MW. 
Ainsi  la  ligne  brisée  GMm  est  égale  à  la  ligne  brisée  GMW. 
Or^  d'après  le  lenune  démontré  en  commençant,  cette  éga- 
fité  serait  impossible  si  le  point  M  était  entre  0  et  M' ou  le 
point  M'  entre  0  et  M.  On  voit  donc  que  si  Ton  fait  tourner 
la  droite  KL  autour  du  point  M ,  de  manière  que  M'  se  rap- 
proche indéfiniment  de  M,  le  point  0  se  confondra  avec  M  à 
la  Hmite.  Gela  posé,  la  droite  KL  joint  le  sonmiet  0  du 
triangle  isocèle  FOG  au  milieu  de  la  base;  il  en  résulte  que 
les  angles  FOK  et  KOG  sont  égaux;  d'ailleurs  KOG  et  LOo 
sont  égaux  conune  opposés  par  le  sommet;  donc  FOK = LOo. 
Ainsi ,  dans  toutes  les  positions  de  la  droite  KL,  le  rayou 
vecteur  du  point  0  et  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  ce  point, 
font  avec  KL,  et  d'un  môme  côté  de  cette  ligne,  des  angles 
égaux.  A  la  limite  la  droite  KL  se  confond  avec  la  tangente 
TT,  le  point  0  avec  M ,  et  Ton  a 

FMT=:imMT', 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque  L  La  démonstration  suppose  que  la  droite  KL  ne 
rencontre  jamais  la  partie  indéfinie  FË'  de  Taxe ,  mais  l'autre 
partie  indéfinie  F£.  Cette  hypothèse  est  réalisée,  si  Ton  prend 
le  point  M' du  même  côté  de  l'axe  que  le  point  M ,  car  il  est 
facile  de  démontrer,  en  s'appuyant  sur  le  lemme  du  n°  22,  que 
toute  droite  qui  rencontre  la  portion  de  l'axe  comprise  dans 
la  courbe,  et  qui  a  pour  origine  le  foyer,  ne  peut  avoir  qu'un 
seul  point  commun  avec  la  courbe  d'un  même  côté  de  Taxe. 

Remarque  IL  Ce  qui  précède  fait  voir  ({xa' une  droite  ne  ren- 
contre jamais  la  parabole  en  plus  de  deux  points  y  d'où  ii 
suit  que  : 

1»  Une  tangente  à  la  parabole  n'a  qu'un  seul  point  commun 
avec  la  courbe  ; 
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2o  La  parabole  est  tout  entière  située  d'un  même  côté  de 
chacune  de  ses  tangentes. 

Remarque  111.  On  voit  encore  aisément  que  la  tangente  au 
sommet  de  la  parabole  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

MENBR  LA  TANGENTE  A  LA  PARABOLE  :  1»  PAR  UN  POINT  PRIS  SUR  LA 

COURBE  ;  2®  PAR  UN  POINT  EXTERIEUR. NORBIALE.  —  SOUS- 

NORMALE. 


84.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  mener  une  tan- 
gente en  un  point  M  d'une  pa- 
rabole (fig  17).  Soient  F  le  foyer 
et  DU  la  directrice  5  joignons  MF, 
abaissons  FE  perpendiculaire  sur 
DD',  prenons  FT  =  MF  et  joi- 
_  gnons  le  point  T  au  point  M  ;  la 
ligne  MT  sera  la  tangente  de- 
mandée. 

En  effet ,  menons  par  le  point 
M  la  droite  PQ  perpendiculaire 
sur  la  directrice;  le  triangle  MFT 
étant  isocèle ,  l'angle  TMF  =  MTF;  d'ailleurs  MTF  et  T'MQ 
sont  égaux  comme  correspondants,  donc  TMF=:T'MQ; 
donc  MT  est  tangente. 

Remarque.  Joignons  FP  ;  le  triangle  FMP  est  isocèle ,  la 
tangente  TT  partage  évidemment  l'angle  au  sommet  en  deux 
parties  égales.  Il  s'ensuit  qu'elle  est  perpendiculaire  sur  PF, 
et  que  le  point  I  où  elle  la  rencontre  est  le  milieu  de  PF  ;  par 
conséquent  si  du  point  I  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
ËF,  cette  perpendiculaire  passera  par.,  le  milieu  de  EF;  ce 
sera  donc  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole.  II  résulte  de 
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fig.  18. 


ià  que  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  est  le  lieu  géo- 
métrique des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer 
sur  les  tangentes  à  la  courbe. 
SS.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  une  tangente 

r^  à  ,1a  parabole  par  un  point 
T  extérieur  à  la  courbe 
teg.  18).  Soient  F  le  foyer  et 
DU  la  directrice ,  si  le  pro- 
blème était  résolu^  que  TM 
fût  la  tangente  demandée  et 
M  le  point  de  contact,  en 
abaissant  MP  perpendicu- 
laire sur  la  directrice,  et 
joignant  PF ,  PT  et  TF,  la 
tangente  TM  serait  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  I  de  PF,  et  Ton  aurait  TP=TF.  Il  suit 
de  là  que  le  point  P  est  à  Tintersection  de  la  directrice  et  du 
cercle  décrit  du  point  T  comme  centre  avec  le  rayon  TF.  Le 
point  P  étant  connu ,  on  joindra  PF,  et  on  mènera  PM  pa- 
rallèle à  l'axe  ;  enfin  on  abaissera  TI  perpendiculaire  sur  PF  ; 
cette  ligne  sera  la  tangente  demandée,  et  le  point  M  où  elle 
rencontrera  PM  sera  le  point  de  contact. 

En  effet,  on  a,  par  construction,  TP  =  TF;  donc  la  per- 
pendiculaire TI  abaissée  sur  PF  passe  par  son  milieu,  donc 
MP = MF ,  ce  qui  prouve  que  M  est  sur  la  courbe.  En  second 
lieu ,  on  a  TMF  =  TMP = TMQ ,  donc  TM  est  tangente. 

Quand  le  point  T  est  hors  de  la  parabole,  sa  distance  au 
foyer  est -plus  grande  que  sa  distance  à  la  directrice;  donc 
le  cercle  TF  coupe  la  directrice  en  deux  points  P,  F,  et  il  y 
a  deux  tangentes.  Quand  le  point  T  est  sur  la  parabole ,  sa 
distance  au  foyer  est  égale  à  sa  distance  à  la  directrice;  le 
«ercle  TF  est  tangent  à  la  directrice,  et  il  n'y  a  qu'une  seule 
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tangente.  Enfin  y  quand  le  point  T  est  intérieur  à  la  parabole, 
sa  distance  au  foyer  est  moindre  que  sa  distanœ  à  la  direc- 
trice; le  cercle  TF  ne  rencontie  pas  la  directrice,  et  il  n'y  a 
plus  de  tangente. 

26.  Enfin  supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  à  la  parabole 

une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  CK  (fig.  19). 
Soient  F  le  foyer  et  DD'  la  di- 
rectrice, si  TT'  est  la  tangente 
demandée  et  M  le  point  de 
contact,  en  abaissant  MP  per- 

"r  pendiculaire  sur  la  directrice , 
la  droite  FP  sera  perpendicu- 
laire sur  TT',  qui  la  coupera 
en  son  milieu  I.  Il  résulte  de 
là  que  le  point  F  est  à  la  ren- 
contre de  la  directrice  et  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  droite  donnée  GK.  Le 
point  P  étant  connu ,  on  mènera  par  ce  point  PM  parallèle  à 
l'axe,  puis^  par  le  milieu  I  de  PF,  une  parallèle  àCK;  la  droite 
TT'  ainsi  obtenue  sera  la  tangente  demandée,  et  le  point  où 
elle  rencontrera  PM  sera  le  point  de  contact. 

Le  problème  admet  toujours  une  solution ,  et  n'en  admet 
qu'une  seule.  Toutefois  cette  solution  disparaît  dans  le  cas  où 
la  droite  donnée  est  parallèle  à  l'axe. 

Remarque,  La  construction  de  la  tangente,  dans  les  cas  que 
nous  venons  d'examiner,  ne  suppose  pas  que  la  courbe  soit 
tracée.  Il  sufiit  que  l'on  connaisse  le  foyer  et  la  directrice. 

27.  Là  normale  à  la  parabole  en  un  point  divise  en  deux 
parties  égales ,  V angle  formé  par  le  rayon  vecteur  eiisi  pa- 
rallèle à  r  axe  menée  par  ce  point. 

En  effet,  soient  TT  la  tangente  à  une  parabole  en  M 


fig.  1». 
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(fig.  20)  et  MN  la  normale;  tkons  le  rayon  vecteur  MF,  et 
m^ons  perpendiculaire  MR  à  l'axe  ;  on  a 


donc 


FMT  =  QMT ,      TMN  =  NMT'  =  un  droit , 


FMN  =  NMQ  , 


fig.  20. 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
28.  On  nomme  pied  de  la  normale  (fig.  %)  Je  point  N  où 

elle  rencontre  l'axe.  On  nomme 
sous-normale  la  partie  RN  de 
Taxe  comprise  entre  le  pied  de 
la  normale  et  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  Taxe 
du  point  M  par  où  la  normale 
est  menée. 

Lasous-normale  est  constante 
et  égale  à  la  distance  du  foyer 
à  la  directrice. 

En  effet,  soient  TT'  la  tangente,  MN  la  normale,  RN  la 
sous-normale.  Abaissons  MP  perpendiculaire  sur  la  direc- 
trice, et  joignons  FP;  cette  ligne  sera  perpendiculaire  à  la 
tangente  TT',  et,  par  suite,  parallèle  à  la  normale  MN. 
D'après  cela  on  voit  que  les  triangles  MRN  et  PEF  sont 
égaux,  comme  ayant  un  côté  égal,  PE=rMR,  adjacent  à 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun;  donc 

RN  =  FE. 

La  distance  FË  qui  est  le  seul  élément  nécessaire  pour  dé- 
tennin(^  la  parabole  a  reçu. le  nom  de  paramètre  Ainsi,  la 
9(m$»normale  est  égale  au  paramétre. 
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LB  CARR£  d'une   CORDB  PBRPBlfDlCULAlRB  A  l'aXE  EST  PROPORTIONNA 
A  LA  DISTANCE  DE  CETTE  CORDE  AU  SOMMET. 

29.  Soient  F  le  foyer^  DD'  la  directrice  d'une  parabole 

(fig.  21),  et  MM'  une  corde 
perpendiculaire  à  l'axe  au 
point   R  ,    on   aura    MR  = 

MU  =  i  MM'.  Gela  posé,  le 

triangle  rectangle  FMR  donne 

MR*  =  FM*  —  FR*  ; 

d'ailleurs  FM  =  MP=ER; 
donc 
flff.  «1. 

îim*=ÊR*  — FR*  =(ER  +  FR)X(ER  — FR); 

or ,  si  S  est  le  sommet  de  la  parabole  et  que  l'on  désigne  par  p 
le  paramètre  EF,  on  a 


d'où 


ER=:|  +  SR,  FR  =  SR  — §; 
ER  +  FR  =  2SR,  ER  — FR=p  ; 


d'après  cela  la  valeur  de  MR  devient 


MR  =2SRxp=2pXSRj 


et ,  comme  MM'  =  2MR , 


MM'  =8pxSR» 
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La  figure  (21)  suppose  le  point 
F  situé  entre  S  et  R;  mais  la 
même  chose  a  lieu  dans  le  cas 
contraire.  Supposons,  en  effet 
(fig.  22) ,  que  le  point  R  soit 
entre  F  et  S ,  on  a  toujours 

ÎSm«=(ER+FR)x(ER— FR); 
d'ailleurs 


fig.  22. 


d'où 


ER  =  |  +  SR,  FR=|-SR; 


ER+FR=|),    ER  — FR  =  2SR; 


d'où  Ton  déduit  comme  précédemment 


MR  =2/)XSR        et        MM'  =8pXSR. 

Ainsi  ^  le  carré  d^une  corde  perpendiculaire  à  Vaxe  est 
égal  à  la  distance  de  cette  corde  au  sommet  multipliée  par 
8  fois  le  paramètre, 

DKnNITlON  DE  l'hÉUGB  CONSlDéREB  COMME  RESULTANT  DE  l'bNROU^ 
LRMENT  DU  PLAN  d'uN  TRIANGLE  RECTANGLE  SUR  UN  CYLINDRE 
DROIT    A   BASE   CIRCULAIRE. 


30.  On  nonmie  surface  cylindrique  droite  ou  simplement 
cylindre  droit  (fig.  23)  ^  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe  parallèle  à  la  droite 
mobile. 
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La  droite  fixe  est  dite  l'axe  du  cyliodre  i  la  droite  mobile  dans 
une  quelconque  de  ses  positions  est  dite 
une  génératrice  oh  une  arite  du  cylindre. 
Chaque  point  M  (fîg.  23)  de  la  géné- 
ratrice engendre  une  circonférence  de 
cercle  MN  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  AA',  et  dont  le  centre  0  esl 
sur  cet  axe.  Ce  cercle  prend  le  nom  de 
section  droite  ou  de  base  du  cylindre;  aussi 
quelquefois  désigne-t-on  la  sur&œ  pat 
la  dénomination  de  cylindre  droit  à  base 
Bg.  aa.  circulaire. 

Si  l'on  coupe  le  cylindre  droit  par  deux  plans  MN,  MTC 
perpendiculaires  à  l'axe ,  le  solide  terminé  d'une  part  par  ces 
deux  plans ,  et  d'autre  part  par  la  surface  cylindrique  est  le 
corps  qu'on  nomme  proprement  cylindre ,  et  dont  on  s'est 
occupé  dans  les  Éléments  de  géométrie. 
31.  Considérons  un  cylindre  droit  dont  l'axe  soit  AA' 
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(fîg.  ii),  et  supposons-le  terminé  par  Jes  deux  plans  BC  et 
DE  perpendiculaires  k  l'axe.  Menons  par  les  points  B  et  D, 
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extrémités  d'une  arête  quelconque  BD^  les  lignes  BP  et  DQ 
perpendiculaires  au  plan  formé  par  Faréte  BD  et  Taxe  AA'  ; 
prenons  sur  ces  lignes  des  longueurs  BP  et  DQ  égales  à  la 
circonférence  de  base  du  cylindre;  enfin  joignons  PQ  et  BQ« 
n  est  évident  que  les  lignes  BP  et  DQ  sont  tangentes  aux  cir- 
conférences BG  et  DE^  et  que  le  plan  du  rectangle  BDQP  n'a 
d'autres  points  communs  avec  la  surface  du  cylindre  que  ceux 
de  Faréte  BD.  Cela  posé,  si  Ton  enroule  le  rectangle  BDQP 
sur  le  cylindre  y  le  côté  PQ  viendra  se  placer  sur  BD,  et  la 
droite  BQ  hypoténuse  du  triangle  rectangle  BPQ  formera  sur 
le  cylindre  une  portion  de  courbe  BHD  terminée  sur  l'aréte 
fiD  aux  points  B  et  D.  Cette  courbe  se  nomme  hélice. 

Mais  l'hélice  n'est  pas  une  courbe  terminée  brusquement; 
au  contraire ,  elle  s'étend  indéfiniment  dans  les  deux  sens 
comme  le  cylindre  auquel  elle  appartient,  et  tous  ses  points 
peuvent  s'obtenir  par  le  même  moyen  que  ceux  de  la  portion 
limitée  que  nous  venons  de  considérer.  Prolongeons  la  por- 
tion du  cylindre  BCDE  d'une  quantité  égale  DEFG  ;  par  le 
point  F,  extrémité  de  l'arête  BD,  prolongée ,  menons  FR  pa- 
rallèle à  BP,  et  par  le  point  R  où  cette  ligne  rencontre  BQ 
prolongée,  abaissons  RT  perpendiculaire  sur  BP.  A  cause  de 
BD  =  DF  et  du  parallélisme  des  droites  DQ  et  FR,  la  ligne  FR 
ou  BT  est  double  de  DQ  ou  de  BR  ;  d'où  il  suit  que  si  l'on 
enroule  le  plan  du  rectangle  BFRT  sur  le  cylindre,  la  droite 
TR  viendra  s'appliquer  sur  BF  après  qu'on  aura  fait  deux 
fois  le  tour  du  cylindre;  en  outre,  il  est  clair  qu'après  avoir 
achevé  un  tour  entier,  la  ligne  QR  formera  sur  le  cylindre 
une  portion  de  courbe  terminée  en  D  et  F  sur  l'arête  DF  et 
qui  sera  identique  avec  la  portion  de  courbe  déjà  formée  par 
BQ.  Et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  plus  d'explications,  on 
voit  que  si  le  cylindre  est  censé  prolongé  indéfiniment  au- 
dessus  de  BC  et  que  Von  enroule  indéfiniment  le  plan  xB\ 
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sur  le  cylindre  5  la  droite  indéfinie  Bx  formera  sur  la  surfoce 
une  courbe  composée  d'une  infinité  dé  parties  égales  entre 
elles  et  toutes  terminées  sur  Taréte  W.  Ces  différentes  parties 
de  l'hélice  se  nomment  spires  ^  et  la  distance  des  plans  per- 
pendiculaires à  Taxe  menés  par  les  extrémités  d'une  spire  est 
dite  le  pas  de  Thélice. 

Enfin  ;  comme  on  peut  aussi  concevoir  le  cylindre  indéfi- 
niment prolongé  au  dessous  du  plan  BC  y  on  voit  que  si  Ton 
enroule  sur  cette  surface  l'autre  portion  du  plan  des  lignei 
W  et  Bap,  c'est-à-dire  la  portion  VBa?',  la  droite  indéfinie  Bàf 
formera  aussi  sur  le  cylindre  une  infinité  de  spires. 

On  peut  dire,  d'après  cela,  que  : 

Les  hélices  sont  les  courbes  dans  lesquelles  se  transformaU 
les  lignes  droites  tracées  sur  unplan^  quand  on  enroule  ceplan 
sur  un  cylindre  droit. 

11  faut  remarquer  que  la  circonférence  peut  être  considérée 
comme  une  hélice  dont  le  pas  est  nul. 

Une  niéme  ligne  droite  engendre  ainsi  toutes  les  spires 
d'une  hélice ,  mais  il  est  quelquefois  plus  commode  de  con- 
sidérer l'hélice  comme  engendrée  au  moyen  d'une  série  de 
droites  parallèles  égales  et  équidistantes.  Effectivement,  si  l'on 
prolonge  PQ  jusqu'à  sa  rencontre  en  S  avec  FR  et  que  l'on 
joigne  DS,  il  est  clair  que  DS  sera  égale  et  parallèle  à  BQ  et  à 
QR,  et  que  quand  on  enroulera  le  plan  de  ces  lignes  sur  le 
cylindre,  les  droites  DS  et  QR  formeront  la  même  spwe  sur 
la  surface;  savoir,  DS  après  le  premier  tour,  QR  après  le 
deuxième  tour.  Ce  raisonnement  s'applique  évidemment  à 
toutes  les  spires. 

11  résulte  de  là  que  : 

Lhélice  peut  être  obtenue  en  enroulant  sur  un  cylindre 
droit  f  un  rectangle  indéfini  dont  la  largeur  serait  égale  â  la 
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drconférmce  de  bcue  du  cylindre  et  sur  lequel  seraient  tracéeê 
une  térie  de  droites  parallèles  et  équidistantes. 

32.  Considérons  le  point  B  comme  Vorigine  de  Thélioe,  ou 
BHD  conmie  la  preimèrespire(tig.  24),  en  sorte  que  la  deuxième 


flg.  24. 

spire  soit  celle  comprise  entre  les  plans  BE  et  FG;  et  ainsi  de 
suite;  je  dis  que  la  distance  MN  d'unpoint  de  la  première  spire  au 
plan  delà  baseBG  est  proportionnelle  à  l'arc  de  cercle  BN.  En 
effet ,  prenons  sur  BR  une  longueur  Bn  égale  à  l'arc  BN  rectifié, 
et  élevons  nm  perpendiculaire  à  BP  ;  il  est  clair  que  mn  =  MN , 
car  en  enroulant  le  plan  BDm  sur  le  cylindre^  le  point  m  reste 
toujours  à  la  même  distance  du  plan  de  la  base  BC.  Gela  posé^ 
les  triangles  semblables  Bmn  et  BPQ  donnent 

PQ                     MN         PQ 
=  BP        ""        = 


tnn 
Bn 


arc  BN       BP  ' 


ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée.  Si  l'on  désigne  par  h 
le  pas  de  Phâice  et  par  r  le  rayon  du  cylindre,  l'égalité  pré* 
cédente  devient 

MN           h  j,  ,       ___        h  _-- 
,      d'où      MN  =  :r-.  X  arc  BN. 


arc  BN      Sur 


27rr 
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Cette  égalité  a  lieu  aussi  pour  la  deuxième,  la  troisième^  etc.; 
spire,  pourvu  qu'on  ajoute  une,  deux,  etc.,  circonférences  à 
rare  BN. 

LA   TANGENTE   A  l' HELICE  FAIT   AVEC  L'ARiTE   DU   CYLINDRE 

UN   ANGLE  CONSTANT. 

35.  Soient  BD  le  pas  de  Thélice  (fig.  ffî),  BCED  la  portion 
du  cylindre  qui  a  ce  pas  pour  hauteur ,  BPQ  le  triangle  rec- 
tangle dont  rhypoténuse  BQ  forme  sur  le  cylindre  la  spire 
BEQ).  Soit  M  le  point  ou  nous  voulons  considérer  la  tangente. 
Menons  par  ce  point  et  par  un  second  point  M'  de  la  courbe  la 
sécante  M'MK,  et  cherchons  quelle  sera  la  limite  de  cette  sé- 


flg.  2S. 

cante  lorsque  le  point  M'  se  mouvant  sur  la  courbe  sera  venu 
se  confondre  avec  M.  Menons  par  les  points  M  et  M' les  arêtes 
MN,  i/UH'  qui  rencontrent  en  N  et  N'  la  circonférence  BG  ;  joi- 
gnons NN',  prolongeons  cette  ligne  jusqu'à  sa  rencontre  en  K 
avec  BfM'  et  menons  MI  parallèle  à  NN'.  Enfin ,  prenons  sur 
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BP  des  longueurs  Bn,  Bn'  égales  aux  arcs  BN ,  liS'  rectifiés  ; 
menons  nm  et  nW  parallèles  à  BD^  puis  mi  parallèle  à  BP. 
Quand  on  enroulera  le  triangle  BPQ  sur  le  cylindre,  les  droites 
mn  et  m'n'  viendront  s'appliquer  sur  MN  et  M'N';  d'où  il  suit 
que»în  =  MN,  7nV=M'N'  et  par  suite  m'i  =  Ml.  Cela  posé, 
les  triangles  semblables  IVINK  et  jVLM'I  donnent 


NK      m 


n  > 


MN       MI 

les  triangles  semblables  Bmn  et  mm'i  donnent  aussi 

Bn        mi 
mn       m'i  ' 

Divisant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et  se  rappelant 
que  MN  =  mn ,  M'I  =  m'i ,  il  vient 

NK       MI 
Bn       mi  ' 

mais  on  a  Ml  =  corde  NN' ,  mi  =  nn!  =  arc  NN',  donc  on  a 

NK  _  corde  NN' 
Bn  ""    arc  NN'  * 

Or,  pendant  que  le  point  M' se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M,  le  point  N'  se  rapproche  indéfiniment  de  N,  et  quand 
MM'  est  devenue  tangente  à  Thélice,  NN'  est  tangente  au 
cercle  BG  en  N;  d'ailleurs  le  rapport  d'un  arc  de  cercle  à  sa 
corde  a  pour  limite  l'unité  quand  cet  arc  décroît  indéfiniment; 

donc 

NK 
Hm  ^  ==  1        ou        /il»  NK  =  Bw. 

3 
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Si  donc  MT  est  la  tangente  à  Thélice  en  M  (fig.  26)^  et  que 


flg.  26. 

NT  soit  la  tangente  au  cercle  BG  au  point  N  qui  est  la  projec- 
tion de  M  sur  le  plan  de  ce  cercle,  on  aura 

NT  =  Bn; 


d'ailleurs  MN  =  mn;  donc  les  triangles  rectangles  ]MNT  et 
mnB  sont  égaux;  il  s'ensuit  que  l'angle  NMT  =  Bmn  =  BQP; 
donc  l'angle  que  fait  la  tangente  MT  avec  l'arête  MN  du  cy- 
lindre est  constant  et  égal  à  celui  que  fait  la  ligne  BQ  avec  la 
même  arête. 

Remarquons  encore  que  N,  étant  la  projection  de  M  sur  la 
base  BC  et  T  la  trace  de  la  tangente  sur  le  plan  de  cette  base, 
b  longueur  NT  est  égale  à  l'arc  NB  rectifié.  Cette  remarque 
nous  sera  utile  pour  la  construction  de  la  tangente. 


Konons  son  quelques  coubbes  usuelles. 


consntuiRE  la  phcueciion  de  l'hélice  bt  db  Lt  T&NGEnTK  svH  un 

FLAN  PERmnilCDLAIRE  A  LA  BASE  DU  CTLIHIIItB. 

M.  Prenons  pour  plan  lumzontal  de  projection  celai  de 
la  baie  du  cylindre,  et  ponr 
plan  vertical  un  plan  paral- 
lèle à  l'axe  et  an  diamètre 
qm  joint  le  centre  de  la  base 
à  l'origine  d'une  spire.  Le 
cercle  bkeg  (  fig.  27  )  repré- 
sente la  base  du  cylindre , 
_^ct  le  rectangle  BCED  est  le 
conlonr  apparent,  sur  le  plan 
vertical,  de  la  portion  du  cylin- 
dre sur  laquelle  est  tracée  la 
premiers  spire  ;  en  sorte  que  B 
est  l'origine  de  l'hélice  et  BD 
son  pas.  Prenons  un  point  m 
quelconque  sur  le  cercle  bkeg, 
et  cherchons  la  projection  ter- 
Kcale  du  point  de  Hiélice  projeté  horizontalement  en  »t.  Si  le 
problème  était  résolu  et  que  M  fût  cette  projection  verticale, 
la  Kgne  «iM  serait  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et  la 
bauteur  B|j^  du  point  M  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  serait 
donnée  par  la  proportion 

BuL  BD 


flg.  il. 


arc  6m      circonférence  ab  ' 


d'où  il  suit  que  le  point  M  sera  déterminé  par  l'intersection 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  la  ligne  de  terre  avec 
la  parallèle  à  cette  même  ligne  menée  par  le  point  {«.,  qu'on  dé- 
termine par  le  moyen  de  la  proportion  précédente. 
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Quant  à  la  projection  de  la  tangente  à  l'hélice  au  point 
(m,  M),  il  est  aisé  de  l'obtenir;  car  si  par  m  on  mène  la  tan- 
gente mt  à  la  circonférence  ab  et  que  l'on  prenne  mt  =  arcmt, 
on  sait  que  le  point  /  sera  la  trace  horizontale  de  la  tangente. 
Si  donc  on  abaisse  h  perpendiculaire  sur  la  ligne  de  terre, 
et  que  Ton  joigne  Mt  ,  on  aura  la  projection  verticale  de  la 
tangente  en  M. 

35.  On  pourra  construire  ainsi  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  projection  verticale  de  l'hélice  ;  joignant  ensuite 
ces  points  par  un  trait  continu ,  on  aura  la  projection.  Pour 
effectuer  commodément  le  dessin ,  voici  la  marche  à  suivre  : 
on  divisera  la  circonférence  bhcg  et  la  ligne  BD  en  un  même 
nombre  de  parties  égales  à  partir  de  6  et  de  B  respectivement, 
en  seize  parties  égales,  par  exemple;  par  chaque  point  de  di- 
vision du  cercle  on  mènera  une  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre ,  et  par  le  point  correspondant  de  BD  une  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  ;  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  lignes  fera 
connaître  un  point  de  la  projection  de  Fhâioe.  On  aura  ainsi 
seize  points  qui  suffisent  pour  dessiner  la  courbe. 

Les  points  I  et  J,  situés  sur  Taxe  AA',  correspondent  aux 
points  ^  et  ^  du  diamètre  gh  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre.  Les  points  B,  L,  D,  situés  sur  le  contour  apparent, 
correspondent  aux  points  6,  c,  6,*  il  est  évident  que  BD  est 
tangente  à  la  courbe  aux  points  B  et  D  et  que  CE  est  tan- 
gente au  point  L. 

Ayant  ainsi  la  projection  d'une  spire,  on  aura  aisément 
les  projections  de^  autres,  car  toutes  ces  spires  sont  iden- 
tiques. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


A    DEUX   DIMENSIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  ÉQUATIONS  ET  DES  FORMULES  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 


LOI     DE    l'homogénéité. 


56.  Une  fonction  F(a,  6,c,...)  de  plusieurs  quantité» a,  6,c,... 
est  dite  homogém^  lorsqu'en  remplaçant  a,bfC,...  par  ka, 
ib^kCy...  la  nouvelle  valeur  que  prend  la  fonction  est  égale  à 
la  valeur  primitive^  multipliée  par  une  puissance  de  k  d'un 
d^gré  quelconque  m.  L'exposant  m  de  la  puissance  de  k^  dont 
il  est  question^  est  dit  le  degré  d^ homogénéité  de  la  fonction. 
Pour  exprimer  qu'une  fonction  F(a,  b,  c,...)  est  homogène  et 
du  degré  m^  il  sufSt  donc  d'écrire 

F(ka,  kby  fe,...)  =  fc«F(i»,  6,  c,...). 

i 

On  voit ,  d'après  cette  définition,  que  les  fonctions 

a*  +  2a6 , sfdê  ,      y/o —  \/6 ,     loga  —  logé  , 

c 

sont  homogènes.  La  première  est  du  degré  2  ;  la  deuxième  du 
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i 

degré  i  ;  la  troisième  du  degré  -^  et  la  quatrième  du  degré 

zéro. 

Une  équation  est  dite  homogène  lorsque ,  Fun  des  membres 
étant  nul;  l'autre  membre  est  une  fonction  homogène;  ou 
lorsque  les  deux  membres  sont  des  fonctions  homogènes  du 
même  degré.  On  voit  qu'une  équation  homogène  n'est  pas 
changée  ;  lorsqu'on  multiplie  par  un  même  facteur  k  les  di- 
verses quantités  qu'elle  renferme. 

Une  équation  algébrique  étant  donnée  ^  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  l'un  de  ses  membres  soit  nul  et  que  Tautre 
membre  soit  une  fonction  rationnelle  et  entière.  Si  l'équation 
est  homogène  et  du  degré  m,  chacun  de  ses  termes  renfer- 
mera m  facteurs  littéraux  ;  et  réciproquement. 

37 .  Les  longueurs  sont  proprement  les  seules  grandeurs  que 
l'on  ait  à  considérer  dans  les  recherches  géométriques;  caria 
mesure  des  surfaces  et  celle  des  solides  se  ramènent  immédia- 
tement à  la  mesure  des  longueurs.  Quand  on  veut  exprimer 
analyliquement  une  relation  entre  plusieurs  longueurs,  on 
imagine  que  ces  longueurs  soient  rapportées  à  une  certaine 
unité ,  qui ,  du  reste,  demeure  le  plus  souvent  indéterminée; 
puis  l'on  représente  par  des  lettres  a,  6,...  les  rapports  de 
ces  longueurs  à  l'unité;  enfin  l'on  écrit,  conformément  aux 
règles  de  l'algèbre ,  V équation  qui  a  lieu  entre  les  quatUitêi 
a,  &,... 

38.  Les  équations,  auxquelles  conduisent  ainsi  les  recher- 
ches géométriques,  sont  toutes  homogènes ^  lorsque  Tunité 
demeure  indéterminée.  Cette  propriété  est  de  la  plus  haute 
importance,  et  nous  allons  l'établir  d'une  manière  générale  à 
l'égard  des  équations  algébriques. 

Soit 

(1)  F(a,bf€,...)=zO 
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une  équation  algébrique  entre  les  quantités  a,  6,  c,...  qui  expri- 
ment les  rapports  de  plusieurs  longueurs  à  une  même  unité 
arbitraire.  On  peut  supposer,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  que 
F(fl,  6,  c,...)  soit  une  fonction  rationnelle  et  entière;  par  con- 
séquent ^  si  elle  n'est  pas  homogène,  on  pourra  grouper  en- 
semble les  termes  de  même  degré  et  la  considérer  comnœ 
lâ  somme  de  plusieurs  fonctions  homogènes  ç(fl,  6,  c,..,), 
^[a,b,  c,...),  '^^^(a,  h,  c,...)  etc.,  de  degrés  m,  n,p,...  respec- 
tivement ;  et  l'équation  proposée  sera 

(2)    cp(a,  6,  c,...)  +  iKa,  6,  c,...)+'5^(a,6,c,. ..)+.. .=0. 

Cela  posé,  si,  après  avoir  fixé  à  volonté  l'unité  linéaire  à 

laquelle  toutes  les  longueurs  sont  rapportées,  on  choisit  une 

i 

deuxième  unité  dont  le  rapport  à  la  première  soit  -,  il  est 

clair  que  les  longueurs  qui  étaient  représentées  par  a,  6,  c,.. 
le  seront  maintenant  par  ka,  kh,  fe,...  ;  et  que  l'équation  (4) 
ou  (2)  continuera  d'avoir  lieu  si  Ton  remplace  a,  6,  c,...  par 
ia,  kb,  kCy...  On  a  donc 

<p(fai,  46,  kc,...)+^{kay  kb,  fcc,...)+'5^(Aa,  kb,  ic,.. .)-{-.. ,=0. 

D'ailleurs  les  fonctions  «p,  ^, '2êr,...  sont  homogènes,  et  des 

» 

degrés  m,n,p,...  respectivement;  par  suite,  Téquation  pré- 
cédente peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

iKp(a,6,  c,...)+k'^[a,b,  c,...)+iP'Zê^(a,  6,  c,...)+...=0. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  le  nombre  k  qui 
est  essentiellement  arbitraire ,  il  faut  que  l'on  ait  séparément 

'f(a,  6, c,...)=07  <Ka,6,c,...}=0,  '5^(a,6,c,...)  =  0,.... 
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Il  résulte  de  là  que,  si  V équation  proposée  n* est  pas  homo» 
gène  y  cette  équation  a  été  obtenue  en  ajoutant  entre  elles  plu* 
sieurs  équations  homogènes  de  degrés  différents. 

n  est  clair  que  si  l'on  ajoute  des  équations  homogènes  de 
degrés  différents,  on  formera  une  équation  exacte;  mais  une 
pareille  combinaison  ne  peut  avoir  aucun  objet  et  doit  être 
rejetée  avec  soin  de  toute  analyse  bien  conduite.  Nous  croyons 
'  devoir  ajouter  à  ce  sujet  quelques  développements  qui  con- 
stitueront une  sorte  de  démonstration  nouvelle  de  la  loi  fon- 
damentale de  rhomogénéité. 

39.  Supposons  quMl  s'agisse  d'exprimer  analytiquement  une 
relation  entre  plusieurs  longueurs.  Soient  a,  6,  c,...  les  rap- 
ports de  ces  longueurs  à  une  unité  arbitraire.  On  peut  évi- 
demment ^  pour  exprimer  la  propriété  que  l'on  en  a  vue, 
prendre  pour  unité  la  première  des  longueurs  considérées , 
celle  qui  était  représentée  par  a ,  par  exemple,  et  qui  le  sera 
actuellement  par  1.  Dans  cette  hypothèse,  les  autres  longueurs 
qui  étaient  représentées  par  6,  c,...  etc.,  le  seront  mainte- 

b    c 
tenant  par  -,-,...;  et  l'équation,  exprimant  la  propriété  que 

possèdent  ces  longueurs ,  aura  nécessairement  la  forme 


<^'  ^'•••)='' 


n  est  évident  qu'elle  est  homogène. 

Remarque.  Le  théorème  de  l'homogénéité  s'applique  à 
toutes  les  équations  de  la  géométrie,  pourvu  que  les  surfaces 
et  les  solides  y  soient  représentés  conformément  aux  règles 
qu'elle  prescrit. 

40.  Non-seulement  les  équations  de  la  géométrie  sont  ho- 
mogènes, mais  les  formules  ou  expressions  algébriques  que 
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l'on  y  considère  sont  toujours  nécessairement  homogènes  ; 
car  une  expression  algébrique^  que  l'on  forme  dans  une  ques- 
tion de  géométrie,  est  destinée  ou  à  représenter  une  longueur^ 
ou  à  être  égalée  à  une  autre  expression  algébrique  à  l'effet 
d'obtenir  une  équation. 

41.  Ce  qui  précède,  nous  devons  le  répéter^  suppose 
qu'aucune  des  longueurs,  que  l'on  considère,  n*est  prise  pour 
Tunité. 

S'il  en  est  autrement,  on  peut  obtenir  des  équations  non 
homogènes  ;  mais  il  est  facile  de  rétablir  l'homogénéité  quand 
on  le  désire.  Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  plusieurs  lon- 
gueurs dont  la  première  soit  représentée  par  1 ,  les  autres 
par  a,  6,  c,...,  et  soit  une  équation 

(1)  F(a,  6,  c,...)  =  0. 

Prenons  pour  unité  linéaire  une  longueur  quelconque ,  et 
supposons  que 

X,  a%h'yC\ 

représentent  alors  les  longueurs  qui  étaient  précédemment 
représentées  par  i,  a^  6^  c...  ^  on  aura  évidemment 

a'    ^      V           c' 
a  =  ^,  6=-,  c  =  ^ 

et  l'équation  (i)  deviendra 


\x'  X'  x'"7~" 


ou,  en  supprimant  les  accents, 
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f/"^   *   '     Wo 


On  voit  par  là  que,  pour  rétablir  rhomogénéité  dans  Téquâ- 
tion  (i),  il  suffit  d'y  mettre  -,  -,  -,...  au  lieu  de  a,  6, c,... 

A       A       A 

a,  6,  c  n'ayant  pas,  bien  entendu,  les  mêmes  valeurs  numé- 
riques que  précédemment. 


CONSTRUCTION  DES  EXPRESSIONS   ALGEBRIQUES. 

42.  D'après  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  toute  expres- 
sion algébrique  et  homogène  du  premier  degré,  dans  laquelle 
les  diverses  lettres  représentent  des  longueurs,  est  elle-même 
l'expression  d'une  longueur.  Or,  je  dis  qu'une  pareille  expres- 
sion peut  toujours  être  construite  géométriquement,  c'est-à- 
dire  par  la  règle  et  le  compas  :  1°  dans  le  cas  où  elle  est  ra- 
tionnelle ;  2°  dans  le  cas  où  elle  ne  renferme  pas  d'autres  irra- 
tionnelles que  des  radicaux  du  second  degré ,  ou  des  radicaux 
dont  l'indice  est  une  puissance  de  2. 

45.  1°  Construction  des  formules  rationnelles.  La  plus 
simple  des  fonctions  rationnelles  qu'on  ait  à  considérer  est  la 
fonction  monôme.  Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions 

ab     abcd 


c  '     efg  ' 

La  première  se  construit  immédiatement  ;  elle  exprime ,  en 
effet,  une  quatrième  proportionnelle  aux  lignes  a,  b^c.  La 
deuxième  et  toutes  les  fonctions  rationnelles  de  la  même  forme 
se  construiront,  en  répétant  plusieurs  fois  l'opération  par  la- 
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quelle  oo  trouve  une  quatrième  proportiounelle  à  trois  lignes 
données.  Prencms  en  effet  la  fonction 

abcd 

Construisons  uim  cpiatriènie  proportionnelle  aux  lignes  a,  b,  «, 

6t  désignons-la  par  a ,  on  aura 

ab  ^       abcd      acd 

—  =  a         et        —_  =  -_. 

e  efg         fg 

Construisons  pareillement  une  quatrième  proportionnelle  aux 
lignes  a^  c  et  /,  et  désignons-la  par  6 ,  on  aura 

ac      ^  acd      M 

•j  =  6    et     -T-  =  — , 

f  fg      9 

et  OD  voit  qu'il  ne  reste  plus  qu^à  construire  une  quatrième 
proportionnelle  aux  lignes  6^  d  et  g. 

Cela  posé^  je  dis  que  la  construction  d'une  fonction  ra- 
tionnelle quelconque  peut  se  ramener  à  la  construction  d^une 
formule  monôme.  Soit  par  exemple  la  formule 

abc-\-def — ghk 


m»-fpg — rs 


On  peut  récrire  ainsi  : 


\       mm/ 


44  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

On  peut  construire,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut, 
chacune  des  longueurs  représentées  par  les  monômes 

def    ghk    pq    rs 
ab^    ab  ^  m^  m' 

désignons-les  par  a,  6,  y>  ^3  ^^  ^^^  formule  deviendra 

o6(c  +  a — 6) 
m(n  +  Y— 8)' 

formule  monôme  que  Ton  construira  à  son  tour  par  le  même 
procédé.  Cette  méthode  s'applique  évidemment  à  toute  fonc- 
tion rationnelle. 

44.  Construction  des  formules  irrationnelles.  Considérons 
l'un  des  radicaux  du  second  degré  qui  entrent  dans  une  for- 
mule irrationnelle^  et  supposons  d'abord  que  la  quantité  sou- 
mise à  ce  radical  soit  une  fonction  rationnelle  telle  que 


v^ 


abcd  +  efgh — klmn  ^ 


pq — rs'{-tu 
ce  radical  peut  être  écrit  de  la  manière  suivante  : 


/       efgh     klmn\ 
\       abc       abc  ) 


P 


(-?+?) 


et,  en  suivant  les  règles  données  précédemment,  on  le  ramè- 
nera à  la  forme 


\/ 


abccL 
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ensaite  on  construira  une  ligne  y  égale  à  --z-  >  et  le  radical  sera 

ramené  à  la  simple  forme  sf(v{)  en  sorte  que  5  si  0  désigne  la 
moyenne  propoi*tionneUc  entre  a  et  y  ,  on  pourra  remplacer 
le  radical  donné  par  0  dans  la  formule  où  il  se  trouve. 

On  pourra ,  par  cette  méthode,  faire  disparaître  de  la  for- 
mule proposée  tout  radical  du  second  degré  affectant  une 
quantité  rationnelle;  et  par  cette  même  opération,  plusieurs 
fois  répétée  sMl  est  nécessaire,  on  ramènera  la  formule  pro- 
posée à  une  formule  rationnelle. 

Ge  qui  précède  s'applique  évidemment  aux  expressions 
algébriques  contenant  des  radicaux  dont  l'indice  est  une  puis- 
sance de  2  ;  car  tout  radical  de  cette  espèce  peut  être  remplacé 
par  des  radicaux  du  second  degré  superposés. 

45.  Il  y  a  quelques  expressions  simples  pour  la  construc- 
tion desquelles  il  ne  convient  pas  d'appliquer  la  méthode 
générale  que  nous  venons  de  développer;  tels  sont,  par 
exemple,  les  radicaux 


que  Ton  peut  construire  aisément  au  moyen  de  la  propriété 
du  triangle  rectangle. 

Nous  citerons  encore  l'expression 

sJa^  +  V±ah, 

qui  représente  le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  a  et  6 
sont  les  deux  premiers  et  dont  l'angle  opposé  est  de  iâO» 
ou  de  60^ 
46.  Lorsqu'on  se  propose  de  construire  une  formule  Homo- 
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gène  y  il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  l'unité  ;  il  suffit 
d'avoir  les  longueurs  représentées  par  les  letti'es  qui  entrent 
dans  la  formule.  Mais,  s^il  s'agit  d'une  expression  non  homo- 
fène,  U  est  iiidiq[)eDsaMe  d'avoir  la  kHogueur  prise  pour  unité. 
Cionsidérons  une  formule  non  homogène 

et  supposons  comme  la  longueur  prise  pour  unité;  prenons 
une  seconde  unité,  et  soit  X  le  rapport  de  la  première  unité 
à  la  seconde.  Oa  rendra  la  formule  proposée  homogène, 
en  r^nplaçant  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  Xya,bétc 

X    a    h    c  , 

par  y,  -,  -,  -;  on  aura  donc 

x=*  +  ^  +  x 

ou 

2a6X  +  X'  +  rtftc 
^  = S6 ' 

expression  que  l'on  construira  par  la  méthode  indiquée  plus 

utStlt. 

47.  Si  la  formule  à  construire  est  entièrement  numérique; 
il  n'est  pas  nécessaire  de  rétaUir  Vhoi]K)géiiéité.  Prenons 
pour  exemple 

On  construira  v/5~en  cherchant  une  moyenne  proportionnelle 
estre  la  ligne  prise  po«r  unité  et  le  quintuple  de  cette  unité; 
on  retranchera  Tunité  du  résultat,  et  l'on  prendra  enfin  une 
imyenne  fMroporiionnelle  entre  la  ligne  obtenue  et  l'ioiilé. 
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48.  Construction  des  racines  de  V équation  du  second  degré. 
Supposons  que  a  et  6  représentent  des  longueurs  données^ 
et  X  une  longueur  inconnue  déterminée  par  l'une  des  quatre 
équations: 

(1)  x^—ax-\-V=0  (3)        x'+ax-\'V=0 

(2)  x'+oo:— 6^=0  (4)        ar*— or— 6«=0; 

ilsuflStde  savoir  construire  les  racines  des  équations  (1)  et  (2); 
puisque  les  racines  des  équations  (3)  et  (4)  sont  respectivement 
égales  et  de  signes  contraires  à  celles  des  équations  (1)  et  (2). 
1°  L'équation  (1)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

x[a — a?)  =  6*. 

On  voit  alors  que  x  eia  —  x  sont  les  deux  côtés  adjacents 
d'un  rectangle  dont  Taire  est  6^  et  le  périmètre  2a.  Les  ra- 
cines de  l'équation  seront  donc  représentées  par  ces  deux 

i)     côtés.  Pour  les  trouver,  on  prendra 
AB  =  a  (fig.  28),  et  sur  cette  ligne 
comme  diamètre,  on  décrira  une 
o  B        demi-circonférence  ;  on  élèvera  sur 

fig.  28.  AB  la  perpendiculaire  AG  =  6 , 

et,  par  le  point  G  on  mènera  une  parallèle  à  AB.  Gette  pa- 
rallèle coupera  la  circonférence  en  deux  points  I  et  K,  si  h  est 

moindre  que  ^5  ^^^^  touchera  la  circonférence,  si  6  =  -;  enfin 

elle  ne  rencontrera  pas  la  circonférence,  si  6  est  plus  grand 
a 

Soit  6  <  ^  ;  abaissons   IH  perpendiculaire  sur  AB  :   les 
deux  racines  de  l'équation  (1)  seront  représentées  par  AH 
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et  HB ,  car  on  a 

AHx(AB— AH)  =  6'      ou      HBx(AB— HB)  =  6*. 

Si  6  =-,  les  racines  sont  toutes  deux  égales  à  AO  ou  — . 

2  2 

a 
Si  l'on  a  6  >  ^ ,  Téquation  proposée  a  ses  racines  imagi- 
naires. 
2o  L* équation  (2)  peut  s'écrire  ainsi 

x{a  +  x]  =  6*. 

Les  lignes  inconnues  xei  a-\-  x,  qui  ont  pour  différence 
a,  sont  les  deux  côtés  d'un  rectangle  dont  Taire  est  égale  à  6'. 

,;p  Décrivons  un  cercle  dont  le  dia- 
mètre soit  égal  à  a  (fig.  29);  menons 
à  ce  cercle  une  tangente  AB  égale 
à  6 ,  et  construisons  le  diamètre 
CD  qui  passe  par  le  point  B:  je  dis 
que  les  racines  de  Téquation  (2)  se- 
lig.  29.  ront  représentées  l'une  par  BC ,  et 

l'autre  par — BD;  car  on  a  Téquation 

BGxBD  =  6^ 

que  l'on  peut  mettre  sous  Tune  et  Tautre  des  deux  formes 
BCx(a  +  BC)=:6^  —  BDx(a  — BD)  =  6«. 
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DÉTERMINATION  d'uN  POINT  SUR  UN  PLAN,   PAR  LB  MOTBN 
DE  SES  COORDONNEES  REGTIUGNES. 

49.  Pour  fixer  les  positions  des  différents  points  d'une 
même  ligne  droite  ûcfx  (fig.  30) ,  on  prend  un  point  G  sur 

^ ^ cette  droite,  et  l'on  rapporte 

*        ^  ^  à  une  même  unité  les  distan- 

^8-  30.  ces  de  ce  point  0  à  tous  les 

points  que  l'on  veut  considérer  sur  la  droite;  en  outre, 
on  affecte  les  nombres  que  l'on  obtient  ainsi  du  signe  + 
ou  du  signe  — ,  suivant  que  les  distances  dont  ils  expriment 
la  mesure  sont  comptées  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Les 
distances  dont  il  s'agit  se  trouvent  donc  représentées,  les 
unes  par  des  nombres  positif ,  les  autres  par  des  nombres 
négatifs.  Pour  abréger  le  langage,  on  appelle  les  premières, 
Imgtieun  positives ,  et  les  autres,  longueurs  négatives.  Le 
sens  dans  lequel  se  comptent  les  longueurs  positives  est  in- 
différent. 

n  est  évident  que  la  position  d'un  point  tel  que  A  ou  B 
sçra  complètement  déterminée,  lorsqu'on  connaîtra  le  nombre 
positif  ou  négatif  qui  exprime,  comme  il  vient  d'être  dit,  la 
distance OA  ou  OB;  pourvu,  cependant,  que  l'origine  0  soit 
connue  et  que  le  sens  des  longueurs  positives  ait  été  fixé. 

4 
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50.  Le  même  principe  donne  le  moyen  de  fixer  d'une 

ms&m  pKci§@  ie$  f^imôtis  de  vm%  ie§  pomi§  ani»  pian. 

Soient  en  effet  x'x  et  y'y  (fig.  31)^  deux  droites  qui  se  cou- 
pent en  0  sous  un  angle 
/  ^  quelconque  5    convenons 

que  les  longueurs  portées 
sur  o^x  ou  %fy  seront  posi- 
tives, si  elles  sont  dirigées 
dans  le  sens  de  Ox  ou  de 
Oj^9  et  négatives  dans  le 
cas  contraire. 

Si,  par  un  point  quel- 
conque M  du  (daui  on 
mène  les  droites  MP  et 
flg.  31 .  ^Q  respectivement  paral- 

lèles aux  lignes  x'x  et  y'y^  là  position  du  j[>6iht  H  sera 
déterminée,  lorsqu'on  connaîtra  les  nombres  positifs  ou  néga- 
tifs qui  représentent  OP  et  ÔQ.  En  effet ,  chacun  des  points 
F  et  Q  sera  dét^miné  (n*"  49)  et,  pour  avoir  te  point  M,  il 
suffira  d'achever  le  parallélogramme  OPMQ.  La  longueur  (3f^, 
prise  avec  le  signe  qui  lui  convient,  est  dite  X^àbscinseàxx  point 
M  ^  la  longueur  OQ  ou  son  égale  MP,  prise  également  avec  le 
signe  qui  lui  convient,  est  dite  Vùrdonfûe  du  point  M.  L^ab- 
scisse  et  l'ordcxmée  sont  aussi  désignées  par  «1  nom  Goibmùn 
de  coordonnées.  L'abscisse  se  représenté  généralement  j^ 
la  lettre  â:;^  et  l'ordonnée  par  la  lettre  y. 
Ainsi  on  a  pour  le  point  M 

j^u^  ^  fWifftt  M' 

i?=— OP',     y==-fÔ0'î=  +  Mt'5 
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pour  le  point  M'' 

et^  «lifitt#  pour  h  poiiil  M'^ 

Les  droiteA a^a  ^y'y  partent  le  nom  d'aofêê  du  eoordBnn^; 
a/a  mi  l'axe  des  abscisses  ou  l'axe  des  as  j^y  Taxe  des  or* 
données  ou  l'axe  des  y. 

51.  En  général,  lorsque  deux  quantités  sont  de  nature  à 
fixer  la  position  d'un  point  sur  un  plan ,  on  donne  à  ces 
cpiantités  le  nom  de  coordonnées  du  point.  Nous  n^entrerons, 
pour  le  moment,  dans  aucun  détail  à  ce  sujets  et  nous  nous 
bornerons  à  considérer  les  coordonnées  définies  plus  haut. 
Ces  coordonnées  sont  dites  rectilignes.  Elles  sont  rectangles 
ou  rectangulaires  lorsque  les  axes  font  un  angle  droite  06/2- 
gm  dans  ie  cas  oei|lraii«« 

REPRESENTATION  DES  UBUX  GEOMETRIQUES  PAA  DES  BQUATIOIfS. 

52.  Les  lignes  dont  s^occupe  la  géométrie  sont  définies 
par  ime  propriété  commune  A  leurft  différents  points.  Ainsi  ; 
dans  la  suite  de  cet  ouvragé ^  \ine  Itgtie  sera  toujours  consi- 
dérée  comme  le  lieu  géométrique  des  points  qui  ont  une  cer- 
taine propriété  commune.  Il  existe,  entre  les  deux  coordonnées 
de  chaque  point  d'une  ligne.  Une  relation  ou  équation  qui  ex- 
prime anaïytiquement  la  propriété  par  laquelle  la  ligne  est  dé- 
finie. Cette  relation  est  dite  Yéquation  de  la  ligne. 

La  Géométrie  analytique  é  4eux  dimensions  a  pour  objet 
l'étude  des  propriétés  des  lignes  planes,  d'après  les  équations 
((Oi  tes  T«|>féeMitent. 
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Nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède  en  jHrenant,  pour 
exemples,  les  lignes  les  plus  simples  :  la  ligne  droite^  la  circofi- 
férence  de  cercle  et  les  trois  courbes  connues  sous  le  nom  de 
sections  coniques,  savoir:  V ellipse ^  Vhj/perbole  et  la  parabole. 

Ligne  droite. 

aSi.  Soient  ai^x  et  y'y  (fig.  3â),  deux  axes  qudconques;  A 
et  B  les  points  où  la  droite  considérée  ÂB  rencontre  ces  axes. 

y 

-    / 

M 


flg.  S3. 

Prenons,  sur  cette  droite,  un  point  M  dont  les  deux  coor- 
données soient  positives,  et  menons  MP  parallèle  à  Oy,*  on 

aura 

G9=x       et        MP=v: 

or^  les  triangles  semblables  MPA  et  BOA  donnent 

W_OB 
PA""OA' 

ou,  en  faisant  OA  =  a,  OB  =  fr, 

=-,    d'où    y=-  o — a?)  =  6 , 

a — X      a  o  ^  '  a 

ou 

6       a 

Telle  est  l'équation  de  la  droite  AB.  Mais,  pour  que  cette 
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2lusion  soit  pleinement  justifiée,  il  faut  montrer  que  l'équa- 
précédente  est  satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point 
la  droite  ÂB,  dont  les  coordonnées  ne  sont  pas  toutes 
K  positives.  Soit  d'abord  un  point  tel  que  M',  dont  Tab- 
se  est  n^ative  et  dont  Tordonnée  est  positive  ^  on  a 

UVb 
FA  ""ô' 

MT'  =  y,  VO  =  —  x  et  FA=— a?  +  o; 
ic  on  VL,  comme  précédemment, 

y    ^b 

a — œ      a* 

i  enfin  M'^  un  point  dont  l'abscisse  est  positive ,  mais  dont 
donnée  est  négative;  on  a 

P"A  ""â^ 

M'T"  =  — y,  P"A  =  j:  — o; 
ic 

b  y         b 

=  -      ou      — - —  =  -  • 


X — a      a  a — x      a' 


ome  dans  les  deux  premiers  cas. 
Unsi  réquation 

satis&ite  par  les  coordonnées  de  chaque  point  de  la  droite 
;  c'est  donc  Téquation  de  cette  ligne. 


&4 
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Atmorf  iif .  Nous  avont  iiipposé  qom  \m  pointe  A  «t  B  sont 
ûtués  lur  let partiel  0»  ai  Oy  daa  aiaa  afwei^i  mak  tme 
marcha  viemblabla  k  aella  que  noui  a?ons  suivie ,  peut  être 
employée  dans  les  différentes  hypothèses  que  Pon  peut  fsire 
sur  la  position  da  la  droite  donnée  relativmnwit  aux  axes. 
Nous  reviendrons ,  au  surplus ,  avec  détail ,  sur  l'équation 
de  la  ligne  droite. 

Circonférence  de  cercle. 

54.  Prenons  deux  axes  reotaogttlaîres  (|$g,  33),  9à§mt 
par  le  centre  du  cercle. 

Menons  l'ordonnée  MP 
d'un  point  quelconque  M 

da  la  circonférence  9  et 

tirom  te   rayon  (Mi  ^ 
triangle    rectangle    OMP 
T    doime  : 


y\ 


0g.  33. 


MP'+OP'=Om'; 


or  MP  =  +  y  ou  =«««yi 

suivant  que  le  point  M 


esi  sur  la  demi-circonférence  ABA'  ou  sur  AB'A';  pareillement 
0P=+ a?  ou  == — X,  suivant  que  le  point  M  est  sur  BAB'  ou 
sur  BA'B'.  Donc,  en  désignant  par  r  le  rayon  du  eansle, 
on  a  pour  chacun  des  points  de  la  circonféranee 

(zhj?)^  +  (±:t/)*==r*      ou      a;'  +  y*==r*. 


Telle  est  l'équation  de  la  circonférence. 
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ElHpu. 

55.  L'ellipse  (  n°  i)  est  une  courbe  plane  telle  qim  ^ 
somme  des  distances  de  ehacgf)  de  §^  points  à  deux  points 
fixes,  appelés  fayersj  soit  constante. 

Prenons  deux  axe^  rec- 

m.  m  •  / 

tangulaires  (fig.  34  )y 
4ont  Fun.  celui  des  x, 
passe  par  les  foyers  F 
et  F  ^  et  l'autre  par  |ç 
milieu  de  la  droite  FF. 
Npffs  désignerons  par  2c 
la  distance  da»  foyes«i  «| 
par  2a  la  somme  des  dis- 
tances de  ces  foyers  à 
un  même  point  de  la  courbe.  Soit  M  un  point  situé  sur  le 
premier  quadrant  AB  de  l'eUipse  ;  menons  Tordonnée  MP 
et  tirons  les  droites  F'U  ^  FM  ;  ]e$  iapiangles  re(itftj9g)ei  FMP 
et  FMP  donnent  : 


d'oh,  en  retranchant , 


Wl  ^FM  =FP'— PB  , 


au 


(FM— FM)X(FM  +  FM)  =  (FP— FP)x(FP  +  FP); 
or,  on  a 

il  suit  de  là  que  Tune  des  longueurs  FP  4-FP  et  PP—  FP 
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est  égale  à  âc,  et  que  Tautre  est  égale  à  2i;;  enfin  ^ 

lFM+FM=:2aj 


donc 


FM  — FM==  — : 

a 


des  deux  équations  précédentes ,  on  tire 

rM  =  a  +  —     et      FU  =  a-—. 
a  a 

Cela  ^  posé  ^  l'équation 

PM*=MP*  +  FP*, 
peut  s'écrire  : 

(a  +  ^y^y*  +  (e+xy, 

ou 

«y  +  («•  — c')^'  =  a*((^—c  •), 

ou ,  eîi  faisant  a*  —  c*  =  6*, 

Telle  est  Téquation  de  l'ellipse  en  coordonnées  rectangulaires. 
Nous  avons  supposé  les  coordonnées  du  pdnt  M  positives^ 
mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  précédente  équation  a 
lieu  pour  tous  les  points  de  Fellipse.  Gela  résulte  ^  au  surplus, 
de  ce  que  cette  courbe  (n^  5)  est  symétrique  par  rapport  à 
chacun  des  axes  coordonnés. 

Hyperbole. 

56.  L'hyperbole  est  une  courbe  plane  telle  que  la  diffé- 
rence des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points 
fixes,  appelés  foyer$,  soit  constante. 
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Prenons  deux  axes  rectangulaires ,  dont  Tun ,  celui  des 

X,  passe  par  les  foyers  T 
et  F  (  6g.  35  ) ,  et  l'autre 
par  le  milieu  de  la  droite 
FT.  Nous  désignerons  par 
2c  la  distance  FF  y  et  par 
Sa  la  di£rérenoe  des  distances 
des  foyers  à  un  même  point 
de  la  courbe.  Soit  M  un 
point  de  l'hyperbole  ^  dont 
nous  supposerons  les  deux 
coordonnées  positives;  menons  Tordonnée  HP  et  tirons  les 
<bites  FM^  FM;  les  triangles  rectan^^es  F'MP  et  FM? 
donnent 

™'  =  WF  +  FP', 

FM*  =  M?  +  FP*; 
d'où,  en  retrandiant. 


ou 


FM  —FM  =FT  — FF  , 

(FM— FM)X(FM+FM)=(FP— FP)x(FP  +  FP); 


or,  on  a 


OP=a?,    MP=y, 

FP=c-t-a?,  FP=c — X  ou  =x — e 


il  suit  de  là  que  Tune  des  longueurs  FP+  FP  et  FP— FP  est 
égale  à  2c,  et  que  Fautre  est  égaleà  2a?  ;  enfin 


donc 


Fia— FM=2a; 
FM  +  FM=— ; 


des  deux  équations  précédentes  9  on  tire 


&t 
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et        FM  =  — —  a. 


Cela  posé,  l'^qiiatioi^ 


peut  s'écrire 


(^'\'i^y=y'+{c+x)\ 


mi 


ou ,  en  faisant  ç* — a*  =  6^ , 

Telle  est  Téquation  4^  T^^^^bole  ^  coordonnées  rectan- 
gulaires. 

Nous  avons  supposé  les  coordonnées  du  point  M  positives, 
mais  il  est  facile ,  de  s'assurer  que  la  piéeédente  équatiea  a 
lieu  pour  tous  les  poipts  4§  liei  CQ|if  foe. 

Parabol§, 

57.  La  parabole  (n<>  17) ,  est  une  courbe  plane,  d^at  c^ar 

que  point  asi  également  dis- 
tant d'un  point  fixe ,  appelé 
M^  /byer;  et  d'une  droit?  fije, 


a 


»^«*       m^ 


ce. 


flf.  S6. 


Soient  F  le  foyer  et  DIX  la 
directrice  (fig.  36).  Nous  pren- 
drons pour  axe  des  x  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  foyer 
sur  la  directrice  y  et  pour  axe 
des  y  la  parallèle  à  la  diiee- 
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tiki  ïïmtê  par  le  point  A^  nlUeu  de  la  distance  du  foyer 
à  h  difsetrloe.  Soit  M  nn  point  de  la  parabole';  menons  Por- 
donnée  MP  et  tirons  FM  ;  on  a ,  dans  le  triangle  PBfP  y 

(1)  ^=mP  +  fp*7 

si  l'on  désigne  par  p  le  paramétre ,  c'est-à-dire  U  distance  FI , 
\  onauniFM=WQ=;=ap  +  f  5  on  a  d'ailleurs  MP=d;f  et 

F? = i:  f  jp  —  a)  '  ^^^^  conséquent ,  Téquation  (i)  donnera 

ou 

Telle  est  Téquation  de  lu  parsbole  en  coordonnées  rectan- 
gulaires. 


Xa4^fFQjuo.Tio?f  9B9  CQQRPOinfSp  RSPTi|,}«|fS9, 

98*  DsiUf  Vé^nii^  d^  li^m  géométriques;  ii  ^st  smv^t  ul^ 

de  dianger  les  axes  coordoui)é«  qu'on  fiv^it  d'^l^r4  ^isiSf 
et  de  rapporter  tous  les  points  que  l'on  considère  à  d*autres 
axes,  soit  pour  simplifier  les  équations ^  soit  pour  chercher  à 
découvrir  plus  aisément  le$  propriétés  des  fijgures.  Aussi  ]fL 
théorie  que  nous  allons  exposer  est-elle  de  la  plus  haute  im- 
portance ;  elle  a  pom*  pbjet  1^  formula  par  lesquelles  on  ex- 
prime les  coordonnées  qui  se  rapportent  à  deux  axes,  en 
fonetton  des  Goerdounées  relatives  à  deux  autres  axes. 
9%.  CkamfmmU  éPoHfiM.  flous  considérerons  d'abord  le 
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cas  le  plus  simple  de  la  transformation  des  ooordonik 

celui  où  les  nouveaux  axes  sont  respectivement  parallèleB 

axes  primitifs. 
Soient  donc  alx  et  y'y  (fig.  37)  deux  axes  de  coordoni 

rectilignes;  j;  et  y 
coordonnées  d'un  p 
M. 

Prenons  sur  y'y 
point  quelconque  0^  i 
l'ordonnée  soit  égale 
et  menons,  par  le  \ 
Oj ,  la  droite  x^x^  pi 
lèle  à  a!x  ;  supposom 
fig.  ST.  fin  que  x^  et  y^  soiâQ 

coordonnées  du  point  M  relativement  aux  axes  xlx^  -et 

il  est  évident  que  Ton  aura 

quels  que  soient  les  signes  des  quantités  qui  figurent  i 
ces  équations. 

Pareillement;  si  l'on  prend  sur  xlx^  un  point  O^^  < 
Fabscisse  soit  a  relativement  aux  axes  primitifs ,  et  que 
désigne  par  a:'  et  y'  les  coordonnées  du  point  M  relative 
aux  axes  x^Xy  et  y/y^  y  on  aura 

Ces  relations  et  les  précédentes  donnent 

ar=a:'+a,    y=y'  +  6. 

Telles  sont  les  formules  qui  servent  à  passer  d'un  syst 
d'axes  rectilignes  à  un  autre  système  d'axes  par^èles  € 
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mtee  dflrection;  a  et  6  y  désignent  les  coordonnées  de  la 
nouTdle  origine  par  nq[>p(Nrt  aux  anciens  axes. 

00.  Changemeni  de  la  direction  de$  axu.  Supposons  que 

l'on  veuille  passer  des 
axesOx  etOy  (fig.  38)^ 
aux  axes  Ox^  et  Ojf^  ayant 
la  même  origine.  Dési- 
gnons par  6  Tangle  t/Ox; 
par  a  et  a'  les  angles  xfix 
et  yfix;  par  âP  et  y  les 
anciennes  coordonnées 
d'un  point  qudconc[ue  M  ; 
fig.  st.  par  a;^  et  y^  les  nouvelles 

coordonnées  du  même  point  On  aura ,  si  les  quantités  Xy  y, 

x^,y^  sont  positives  y 


/, 


OP=a?.  MP=y,  OP^=x^  et  ^iP^=y,. 

Menons  les  droites  P^R  et  P^H  parallèles  à  afx  et  y'y  respec- 
tivement, on  aura 

0P=0H+HP=0H4-P,K 
MP=KP  +  KM=P4H  +  KM 


ou 


a;=OH+P,K,    y=P,H  +  KM; 


cela  posé ,  le  triangle  OP^H  donne 


m 

OP, 
OP. 


.sinOP,H  OH      sin(6— a) 

1—     ou  —  —  — ^ 

rinOHP/  OP. 


sinP^OH 
sinOHP/ 


1 
PJI 


ou    —2—  = 


sin6 

sma 
sinS* 
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d'où 

0H=^."^.(*— >      et      M  =  ^V 
un 6  *  «n^ 

PareillemeAt  le  triangle  MP,R  donne 

P^K8tnt>.MK  P,lL_sin(e— et*) 

îff;-8lftP;iS'  **"    y.  ~     sinO      ' 

MK      gJnMP.K       MKsin»' 
MP, ^ 8inP,KM '      y,  "sinO 

d'«ù 

n  vient,  par  suite, 

sinO 
jr.sina  +  f/tSina' 
^  sinB 

L'angle  6  est  compris  entre  0  et  i80>,  mais  chacun  des  an- 
gles a  et  a'  peut  varier  de  0  à  360'. 

Les  formules  pYétédetiles  n^Oht  été  établies  que  dans  Ihy- 
pothèse  a  <  a'  <  e  ;  de  plus,  nous  avons  supposé  positives  lè^ 
quatre  coordonnées  œ,  y^  lt^^  y^  ;  mafe  on  peut  s'Miurer  que  ces 
formules  sont  générales,  en  appliquant  à  tous  les  divers  cas  qui 
peuvent  se  présenter  les  raisonnements  dont  nous  venons  de 
faire  usage;  ûous  n'entrerOhà  pas,  pQv»  le  momèllt,  dans  le 
détail  de  cette  diBelission ,  ei  nous  àdMIttons  la  généralité 
des  formules,  sur  lesquelles  nous  reviendmns  d'ailleurs  dans 
la  suite  de  cet  ouvrage. 
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Câ$  général  de  la  iramfwmuÉMH  du  eoor  impies 
piet.  Supposons  qu'on  veuille  passer  d'un  sysIèdM 

à  un  autre  système  d'axes  d'origine  et  de  directions 
intes.  On  pourra  faire  le  ohangetaent  en  deux  fois  ;  trans- 
d'abord  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  à  la  nou- 
»rigine^  pIM  èhàtii^r  «hstlité  teltf  fS)rëdlOfi.  tl  est  évt- 
d'après  cela^  que  si  j?  et  y  désignent  les  anciennes 
)nnées  d'utl  pbÏAl,  x^  et  jf  ^  lés  nouvelles  coordonnées 
ime  point ,  ùil  tiUfli 

,,_fe  .  a?,sin(»  +  y,sin«\ 
^""    "^  sine  ' 

les  où  a,  6,  0^  a,  a'  ont  la  même  sigAifioalioa  ^e 
lemment. 

Fommlei  de  lra$ufêrmaiùm  reMiim  amemdm  eoéK 
sr  reciangulairei.  Si  les  nouvelles  coordonUéeé  soairei» 
^ires,  on  a 

ftHniUés  généràii»  du  n""  61  dei^nnêM  : 

<?^8ia(6^e>)*^ly^itos(S««-fc) 

^  .  c«siti«-j-y.eosa 

^  '  SlfiS 

itt  dE^ateuré  lès  anciennes  coordonnées  sonl  feciangu- 
mi  a  :  ^  =W;  et  les  formules  du  n*"  èi  âevienâent  : 
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Enfin  y  si  les  nouvelles  coordonnées  sont  rectangulaires,  en 
même  temps  que  les  anciennes^  il  faut  fisire 

dans  les  formules  précédentes,  qui  deviennent  : 

x=a'^x^cos(i — y^sina, 
y=b  +^iSina+yjCOS«. 

Toutes  ces  diverses  formules  se  simplifient ,  dans  le  cas  où 
l'origine  des  coordonnées  reste  invariable.  On  a  effectivement 
alors 

a=0,    6=0. 

Remarque.  Les  anciennes  coordonnées  d'un  point  sont^  dans 
tous  les  cas^  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  nou- 
velles. C'est  sur  cette  remarque  importante  que  repose  la  clas- 
sification des  lignes  algébriques  dont  nous  allons  nous  occuper. 

63.  Cloêgi/icaiion  des  lignes  algébriques.  Une  ligne  est 
dite  algébrique  ou  transcendante,  suivant  que  son  équation 
est  elle-même  algébrique  ou  transcendante.  Les  lignes  algé- 
briques, dont  nous  aurons  surtout  à  nous  occuper,  se  classent 
naturellement  d'après  le  degré  de  leur  équation  en  coordon- 
nées rectilignes.  Ainsi  une  ligne  est  dite  du  premier,  du  deu- 
xième, etc.  degré,  suivant  que  Téquation  algébrique  qui  la  re- 
présente est  elle-même  du  premier,  du  deuxième,  etc.  degré. 
Mais  une  pareille  classification  ne  serait  d'aucune  importance, 
si  le  degré  d^une  ligne  pouvait  avoir  diverses  valeurs,  suivant 
que  cette  ligne  serait  rapportée  à  tels  ou  tels  axes  de  coor- 
données. Nous  allons  montrer  qu'il  n^en  est  point  ainsi  et 
que  le  degré  d'une  ligne  algébrique  reste  le  même,  quds 
que  soient  les  axes  auxquels  on  la  rapporte.  Considérons*  en 
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,  une  ligne  qui^  rapportée  à  demt  axai  rectilignes^  soit 
représentée  par  une  équation  du  degré  m, 

f(x,y)=0. 

Désignons  par  x^  ety,  les  coordonnées  de  cette  même  ligne 
rapportée  à  deux  autres  axes  quelconques.  Puisque  a?  et  y 
sont  des  fonctions  linéaires  de  x^  et  y^  y  la  substitution  de  ces 
fonctions  à  rc  et  y  dans  l'équation  n'en  élèvera  pas  le  degré.  Je 
dis  de  plus  que  le  degré  ne  sera  pas  abaissé;  car  autrement, 
en  remettant  au  lieu  de  x^  et  y^  leurs  valeurs  qui  sont  à  leur 
tour  des  fonctions  linéaires  de  x  et  de  y,  le  degré  se  trouverait 
élevé,  ce  qui  est  impossible. 

64.  Lorsqu'une  équation  algébrique  du  degré  m,  ramenée 
à  la  forme 

résulte  de  la  multiplication  de  plusieilrs  autres  équations  de 
degrés  inférieurs  ^  l'ensemble  des  lignes  représentées  par 
celles-ci  constitue  le  lieu  de  l'équation  proposé^.  Ainsi  dans 
la  catégorie  des  lignes  du  degré  m^^il  faut  coqij^ndre, 
comme  cas  particuliers,  toutes  les  lignes  de  degrés  infé- 
rieurs.  En  particulier,  l'équation  du  deuxième  degrés  que 
1-on  obtient  en  multipliant  entre  elles  deux  équations  du 
premier  degré,  représente  un  lieu  qui  est  formé  de  deux 
lignes  du  premier  degré,  mais  qui  participe  également  des 
lieux  du  deuxième.  Cette  considération,  dont  on  fait  souvent 
usage  >  est  d'une  haute  importance.  Les  équations  qui  appar- 
tiennent proprement  au  degré  m,  c'est-à-dire,  celles  qu'on 
ne  peut  décomposer  en  plusieurs  autres,  sont  nommées  équa- 
tim$  irréducHbles. 

65.  La  propriété  caractéristique  des  lignes  du  degré  m 
consiste  en  ce  qu'une  droite  ne  peut  les  rencontrer  en  plus 
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de  m  pomts.  ëd  effets  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  dont 
il  s'agit;  en  faisant  y=0  dans  Téquation  de  la  courbe,  l'é- 
quation en  or,  que  Ton  obtiendra,  aura  pour  racines  les  ab- 
scisses des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  la  droite; 
mais  cette  équation  est  au  plus  du  degré  m,  et  par  suite  elle 
a  au  plus  m  racines  réelles;  ce  qui  démontre  la  propriété 
énoncée. 

Remarque  L  Cette  démonstration  suppose  que^  pour  y =0, 
l'équation  de  la  courbe  ne  se  réduit  pas  à 

0=0. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  le  premier  m^oibre  de  l'équation  pro- 
posée est  divisible  par  y,  et  l'équation  se  décompose  en  denx 
autres  dont  Tune , 

est  œDe  de  la  droite  donnée. 

Remarque  IL  Les  lignes  du  premier  degré,  ne  pouvant  être 
rencontrées  par  une  droite  qu'en  un  seul  point ,  sont  néces- 
sairement des  lignes  droites. 
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CHAPITRE  III. 


DES  ÉQUAtlONS  W  PREBIIER  DEGRÉ  A  DEUX  VARIABLES. 


CONSTRUCTION    DES    ÉQUATIONS  DU  mUOlIBR  VÊtBKL 

66.  La  fonne  générala  des  équatioi^  du  pp^p^ier  de^^  à 
deux  variables  x  et  y,  est  : 

Ay  +  Bx  +  C  =  0. 

Nous  savons  déjà  (n<^  65)  que  cette  équation  ne  peut  repré- 
senter qu'une  ligne  droite.  C'est  ee  cpie  nous  allons  du  reste 
établir  directement^  en  étudiant  les  divers  cas  qu'elle  pré* 

sente. 

67.  Nous  commencerons  par  examiner  le  cas  où  l'un  des 
coefficients  A  ^t  B  est  nul;  l'équation  ne  renferioe  alors 
qu'une. seule  variable. 

V  Soit  A  =  0  ;  réquation  proposée  se  réduit  à 

Ba:  +  C=0; 

et  Y  on  en  tir^ 

.      C 
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Soit  Â  (fig.  39)  le  point  de  Taxe  des  x  dont  Tabscisse  est  —  5; 

D 

je  dis  que  l'équation  pro- 
posée représente  la  droite  BC, 
menée  par  le  point  A  paral- 
lèlement à  Taxe  des  y.  On 
a  effectivement  pour  tous  les 
X    points  de  cette  droite  j 


fig.  M.  et  ce  sont  évidenmient  les 

seuls  points  du  plan  qui  aient  cette  abscisse. 
Si  Ton  a  G=0,  l'équation  se  réduit  à 

et  représente  Taxe  des  y. 
2®  Soit  B  =  0;  l'équation  proposée  se  réduit  à 


et  l'on  en  tire 


A»  +  C=:0, 


G 


On  voit  aisément  que  cette  équation  représente  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  y  qui  eoupe  Taxe  des  y  en  un  point  dont 

l'ordonnée  est — -.  De  plus  cette  droite  se  réduit  à  Taxe 

A 

des  Xy  si  Ton  a  G  =  0. 

68.  Nous  supposerons  maintenant  que  l'équation  pro- 

r 


posée 


Ay  +  BAf  +  C=0, 
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reofemie  efifeçtiVement  les  deux  variables  x  ei  y^  mais  nous 

examinerons  d'abord  le  cas  où  l'on  a  C = 0. 

B 
En  Êdsant  —  y  =  a ,  l'équation  devient 

On  y  satisÊût  en  posant  x=0  et  y  tst>f  éktk  il  suit  que 
Porigine  est  un  point  du  lieu  qu'elle  iKppéieMto.  En  outre  y 
comme  elle  donne  : 


X 


=  a. 


on  voit  :  1*"  que^  pour  chaque  point  du  lieu,  lè  ipfport  de  l'or- 
donnée à  Pabscisse  est  constant  et  égal  a;  3*  que  les  deux 
coordonnées  ont  toujours  le  même  «gne,  si  a  est  positif , 
tandis  qu'elles  sont  constamment  de  signes  contraires^  si  a  est 
négatif;  donc  tous  les  points  du  lieu  seront  dans  les  angles 


fig.  40. 


yOa?  et  y'Oa^,  si  a  est  positif  (fig.  40)  :  et  dans  les  angles  yOx' 
et  tfOx  y  si  a  est  négatif. 


TO  GiOMtiTBIB  AlTALYTIQUfi  A  DEUX  DIMENSICMIS. 

Noua  raisomierom  dftns  Thypothèse  de  a  positif  ^  et  nous 
verrons  ensuite  quelle  modification  il  faut  apporter  lor8qttH)n 
passe  au  cas  de  a  négatif. 

Soit  donc  a>0;  pour  J7=l,  on  ay=A.  Prenons  0P=1, 

menons  FM  parallèle  à  Taxe  des  y,  et  portons  sur  cette 

ligne,  à  partir  de  F,  dans  le  sens  Oy,  une  longueur  PM=a; 

le  pdnt  M  sera  un  point  du  lieu  représenté  par  TéqUâtion 

Pfoposéd.  Gda  pMé^  je  diâ  que  chaque  point  du  lieu  est  situé 

sur  la  droite  OM;  en  effets  donnons  à  x  une  valeur  quiconque 

OF,  menons  FIA'  parallèle  à  Ot/ ,  et  prenons  F'M=axOP'; 

le  point  M'  sera  un  point  du  lieu.  Or,  le  rapport  de  l'ordon- 

M'P'      MF 
née  à  Pabscisse  étant  constant  et  égal  à  a,  on  a  -rr^  =  p— ; 

i)Jrv4lDiai{!p'^  les  triangles  OMP,  OMT'  sont  semblables, 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  {u^oportion- 
nels  'p  donc  les  angles  MOF,  M'OF  sont  égaux  et  les  trois 
points  0 ,  M ,  M'  sont  en  ligne  droite.  Ce  raisonnement  «'ap- 
plique sans  modification  aux  points  dont  l'abscisse  est  né- 
gative. 

Réciproquement ,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  droite  OM  satisfont  à  Téquation  proposée.  En  effet ,  soit 
M"  un  point  de  la  droite  OM;  menons  Tordonnée  MT"  ;  on 
aura,  par  les  triangles  semblables  M'^OF"  et  MOP, 

MT^  _  MP  _ 
OF'  ""OF  "■"' 

ou 

MT"=axOF% 

ce  q(A  ipontre  qu'on  satisfait  à  Téquation  proposée  en  fai- 
sant a?  ==  OF",t/ =  MT'. 
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Ce  q\^  précède  s'applique  t^tu^lleoieni  au  c(t(  de  a  néga^; 

la  seule  différence  e«t 
qu'au  lieu  de  prendra  te 
longueur  MP  oorreq[H>n- 
dante  h  x  =  i  dans  1^ 
o    ?  V  p"  £  sens  Oy,  il  faut  la  porter 

dans  le  sens  opposé.  La 
ligne  droite  OM(Bg.  41] 
sera  alors  le  lieu  repré- 
senta par  l'équation  pro- 
\  posée. 

\  Nouspouvonsdû&cçon- 

flg.  41.  dure  que  toute  équatk» 

du  premier  degré ,  de  la  forme 

y=ax, 

représente  une  droite  qui  passe  par  l'origine  des  coordonnées. 
69.  Considérons  enfin  le  cas  général  de  l'équation 

où  aucun  coefficient  ne  se  réduit  à  :^ro. 

B  C 

Faisons — t  =  ^>  et  — -—~ft^  l'équation  devient 

A  A 

n  est  évident  qu'on  obtiendra  le  lieu  qu'elle  représente , 
en  construisant  l'équation 

qui ,  cotnme  nous  l'avons  vu ,  appartient  à  une  droite  passant 
par  l'origine .  et  en  augmentant  ensuite  éhaque  ordotuiée  d'une 
quantité  égale  à  h.  Ce  li^  sera  donc  une  deuxième  droite, 


la        QtxmÈnoE  jwalttiqub  k  deux  dimehsichs.' 

menée  parallèlement  à  la  prenûèie  par  le  point  de  l'axe  des  y 
qui  a  fr  pour  ordonnée.  C^te  ordonnée  b  est  dite  l'ordotuté» 
à  l'origine  de  la  droite. 

On  volt  que  l'équation  du  premier  degré.à  deux  variables 
représente ,  dans  le  cas  général ,  une  droite  qui  rencontre  les 
deux  axes. 


La  figure  42  est  relative  au  cas  de  a>  0^^  b>  0 ,  et  au  cas 
de(i>0,  6<0;Ufigure43  5eFaiq)orteaucasdec<0,  fe>0, 
et  su  casdea<0,6<0. 

70.  Réciproquemait,  toute  ligne  droite  est  représentée  par 
une  équation  du  premier  degré.  Nous  allons  démontrer  géné- 
ralement cette  proposition  dont  nous  nous  sommes  déjà  occu- 
pés au  n'  53. 

On  voit  d'abord  que  toute  droite  parallèle  à  l'axe  des  y  est 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 


En  effet,  soient  BC  (%.  39)  la  droite  donnée  et  «  1'^ 
acisEe  du  point  où  elle  rencontre  l'axe  des  a:  ;  il  est  évident  que, 
pour  chaque  point  de  BC ,  on  a 
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Cette  équation  est  donc  celle  de  la  droite. 
On  verrait  de  même  qu'une  parallèle  à  Taxe  des  x  a  une 
équation  de  la  forme 

y  =  6. 

Considérons,  en  deuxième  lieu,  une  droite  telle  que  OM 
(iig.  40  et  41)  qui  passe  par  l'origine  des  coordonnées.  Pre- 
nons 0P=1 ,  menons  FM  parallèle  à  l'axe  des  y  et  faisons 
PM=a;  la  droite  OM  sera  (n*"  68)  le  lieu  de  l'équation 

y  =  ax. 

Considérons  enfin  une  droite  telle  que  ÂB  (fig.  4â  et  43), 
qui  rencontre  Taxe  des  y, en  un  point  B  dont  Tordonnée 
soit  h.  Menons  y  par  l'origine ,  OM  parallèle  à  AB  et  soit 

y=ax, 

l'équation  de  OM;  la  droite  AB  (n*"  69)  sera  le  lieu  de  Téqua- 
tion 

71.  La  direction  de  la  droite  représentée  par  Téquation 
^z=:ax-\'h,n'd  dépend  que  de  la  quantité  a.  Cette  quantité  a 
reçu  le  nom  de  coeffUderU  angulaire  ou  d* inclinaison.  L'or- 
donnée à  Forigine  b  est  souvent  désignée  par  la  dénomination 
de  coefficient  linéaire. 

72.  On  peut  donner,  à  Téquation  du  premier  degré  >  deux 
fomies  qu'il  importe  de  remarquer.  Soit 

Ay+Br  +  C=0, 

l'équation  d'une  droite  rapportée  à  des  axes  quelconques. 
On  aura  l'abscisse  a  du  points  où  cette  droite  coupe  Taxe 
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des  x^  en  faisant  y =0  dans  son  équation  ;  on  obtient  ainsi  : 


o=  — ^      d'où      B=: 
B 


a 


On  aura^  de  même ,  l'ordonnée  b  du  point  où  la  droite 
coupe  Taxe  des  y,  en  faisant  :r  r=  0  dans  son  équation;  on 
obtient  ainsi  : 

6=—^       d'où      A  =— ^. 
A  0 

Remplaçant ,  dans  Téquation  proposée ,  A  et  B  par  les  va- 
leurs qu'on  vient  d'écrire  et  divisant  ensuite  par  C,  l'équation 
devient 


(1) 


6^a 


/ 


C'est  l'une  des  deux  formes  que  nous  avons  annoncées. 

En  second  lieu,  désignons  par  p  la  distance  OP  de  l'ori- 
gine à  la  droite  donnée 
AB  (fig.  4i);  par  a  et  6  les 
angles  compris  entre  0  et 
1800  que  forme  la  direc- 
tion OP  avec  les  directions 
04?et0y;les  trianglesrec- 
tangles  OAP  et  OBP  don- 
nent 
flg.  44.  p=acosa=6cosê. 

Ces  équations  ont  lieu  dans  tous  les  cas,  car  a  et  cos  a  sont 
toujours  de  mêmes  signes,  ainsi  que  6  et  cosê.  Si  Ton  tire  les 
valeurs  de  a  et  6,  et  qu'on  les  porte  dans  l'équation  (i),  celle-ci 
devient  : 
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Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a6=s±(90'^-*-at)  et  l'é- 
quation (2)  devient  : 

a;cosoi4'tfsina=p. 

Cette  dernière  forme  de  l'équation  de  la  lighe  droite  est 
Wès4réquemmeut  employée. 

75.  1«  Soit 

cette  équation  représente  une  parallèle  à  l'axe  des  y,  menée 

3 
par  le  point  de  Taxe  des  x  qui  a  pour  abscisse  —  -. 

2o  Soit 
on  en  tire: 


D 


on  obtiendra  la  droite  représentée  par  cette  équation  en  joi- 
gnant 1  origine  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

x  =  i      et     y='^; 

30  Soit 

3y  — 2a:  +  i=0. 

On  tire  de  cette  équation  : 


^      3         3* 
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on  construira  d'abord  la  droite 


9 

3 


y=^ô«> 


et,  par  le  point  de  Taxe  des  y  dont  l'ordonnée i^t  —-^  on 

'  3 

mènera  une  parallèle  à  cette  droite. 

On  peut  aussi  construire  Péquittion  proposée  en  di^rduuDt 
les  points  où  la  droite,  qu'elle  représente,  reiMsontre  les 

4  1 

axes.  Pour  y  =  0  on  a  «  =  5,  etpoura;=0onay=-*--. 

La  droite  qui  joint  les  deux  points  ainsi  d)tenus,  est  la  drtHie 
demandée. 

PROBLEBIES   SUR  LA    UGlfE  DROITE. 

74.  Problème  I.  L'éqtMtion  d'une  droite  étant  donnée  ^ 
trouver  V angle  que  fait  cette  droite  avec  Vaxe  des  eAscisses. 

SoientÂBladrc»- 
te  donnée  (fig.  45], 
et 


son  équation;  la 
droite  OM  menée 
par  l'origine,  pa- 
rallèlement à  AB, 


fig.   4S. 


aura  pour  équation 


y=axj 


et,  si  MP  est  l'ordonnée  d'un  point  M  de  OM,  on  aura 


ttfiS  ÉSm^nOMS  DU  premier  degré  a  deux  variables.    77 


MP 
OP 


=  a; 


or  ie  triangle  OMP  donne 

MP_sinMOP, 
OP'^sinOMP' 

donc^  en  désignant  par  6  et  a  les  angles  MOj?  et  j^ar,  il 
neadro 


sma 


0=-T 


sin(6  —  a)* 

La  figure  45  suppose  a>09  c'est-à-dire  ô>a,  mais  la 
finmule  précédente  est  indépendante  de  cette  hypothèse. 
Sopposons^  en  effet,  a  <0  (fig.  46), 


fig.  46. 


le  triangle  OMlP  donne 


MP  _  sinMOP  _  sin(i8(>>--tt)  sina 

OP  "^  sin OMP  '^    sin  (a — 6)     ""  sin(«— 6)' 
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d'ailleurs  on  déduit  de  l'équation  yz=iax, 

— MP 


a  = 


OP    ' 
donc 


sm  a  sin  a 

o=   .    ,       ■  ,,  '  ou     <l=-r 


sin(a— e)'  ""sinlô— a)' 

comme  dans  le  cas  de  a  positif. 

On  tire  de  cette  équation ,  en  chassant  le  dénominateur  et 
divisant  ensuite  par  cosa^ 

a  sin  0 

tanga  =  r— ; r. 

n  faut  bien  remarquer  que,  dans  cette  formule^  a  désigne 
toujours  Tangle  formé  par  la  direction  des  abscisses  positives 
avec  celle  des  deux  directions  de  la  droite  donnée  qui  s'étend 
du  côté  des  y  positives.  Cet  angle  peut  varier  de  0  à  180*^1 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a 

et  la  valeur  de  tanga  se  réduit  à 

tang  a  =  a. 

75.  Problème  II.  Connaissant  Vangle  qu*une  droite  fait 
avec  Vaxe  des  x  ainsi  que  l'ordonnée  à  Vorigine,  trouver  Vé- 
quation  de  cette  droite. 

Soient  b  l'ordonnée  à  l'origine  et  a  Tangle  que  la  droite 
donnée  fait  avec  l'axe  des  a?;  l'équation  sera,  dans  le  cas 
général  (n«  74) , 

«in«  ,  , 

«=  -;--- :«  +  *, 
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et,  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires^ 

76.  Problème  III.  Trouver  Inéquation  de  la  droite  menée, 
par  un  point  donnée  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

Soient  M(a7',  y')  le  point  donné  (*)  et  y=zax  la  droite 
donnée  qu'on  peut  supposer  lùenée  par  Torigine. 
La  droite  cherchée  (n**  70)  aura  une  équation  de  la  forme 

(1)  y=:ax  +  by 

dj  puisqu'elle  passe  par  le  point  M ,  on  aura  : 

(2)  f^=ax'  +  b, 

cette  dernière  équation  détermine  b,  et  il  ne  reste  plus  qu'à 
porter  sa  valeur  dans  Téquation  (1).  L'élimination  de  6  se  fait 
immédiatement^  en  retranchant  les  équations  (1)  et  (2)  l'une 
de  l'autre;  on  obtient  aîtisî  Véquation  demandée ,  savoir  : 

.  y—y'=a{x—x). 

Remarqua.  En  considérant  a  comme  susceptible  de  prendre 
toutes  les  valeurs  possibles,  la  précédente  équation  représen- 
tera toutes  les  droites  qu'on  peut  mener  par  le  point  {x\  sf'). 

77.  Problème  IV.  Trouver  réquoHon  de  la  droite  qui 
pfttse  par  deux  points  donnés. 

Soient  {sf,yf)  et  [aif,  i/")  les  deux  points  donnés.  La  droite 
dterchée,  passant  par  le  point  {x',  t()y  aura  une  équation  de 
hfonne 

y—^z=za[x---œ')\ 


n  Par  cette  notation  M(â^,  y'),  nous  désignons  le  point  M  dont  les 
coordonnées  sont  as'  et  i^. 
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mais,  parce  qu'elle  passe  aussi  par  le  point  (œ^,  y^,  on  aura  : 
y''-^  =  a(x^'--af)      d'où      a  =  Ç^,; 

réquation  de  la  droite  cherchée  est  donc: 

Remarque  I.  Cette  analyse  semble  en  défaut  dans  le  cas 
de  x'^=x';  mais  on  sauve  cette  difficulté^  en  chassant  le  dé- 
nominateur x" — xf  de  l'équation  précédente,  et  en  faisant  en- 
suite oc''=af.  On  voit  d'ailleurs  immédiatement  que,  dansée 
cas,  la  droite  cherchée  est  une  parallèle  à  Faxe  des  y  dont 
l'équation  est 

X      •  X  • 

Remarque  IL  On  a  souvent  besoin  de  connaître  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
(a/,  y'),  (^',  jy")  ;  il  est  important  de  se  rappeler  que  ce  coeffi- 

v"  —  y' 

cient  angulaire  a  pour  valeur 


x'^ — X 


78,   Problème  V.    Trouver  la  diskmce  de  deux  points 
dont  on  connaît  les  coordonnées. 

Supposons   d'abord   les 

axes  rectangulaires ,  et  soient 

M'(a:',î/'),MV'.2/'0  les  deux 

points  donnés,que  noussup- 

poserons  situés  dans  l'angle 

F"  yOo?  (fig.  47);  menons  les 

ordonnées  M'P'  et  MT"  et, 

par  le  point  M'',  la  droiteM"K 

g    ^^  parallèle  à  l'axe  des  x;  le 


^ 

/i'* 

• 

• 

/ 

X 

K 

H' 

^' 

0 

P"          e 

X 

y 
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triangle  rectangle  M'M'^K  donnera  : 


—  D^ 


ou,  en  remplaçant  FP"  et  JViTC  par  leurs  valeurs  d — x"  et 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  formule  a  lieu  pout*  toutes 
les  positions  qu'on  peut  assigner  aux  points  M"  et  M'.  En  dé- 
signant donc  par  R  la  distance  M''M',  on  aura,  dans  tous  les 
cas, 

R«=(a:'— a/')'  +  (!^— yT  d'où  R=  ^/(j^— j/0'  +  (y'--y'0*' 

Considérons  maintenant  le  cas  des   axes   obliques   et 

supposons  toujours ,  pour 
fixer  les  idées,   les  deux 

pointsM'(ic',y'),M''(a/',i/'0 
situés  dans  l'angle  yOa?. 

Menons   les    ordonnées 

MT",  MT'(fig.  48),  et  la 

—  droite  M'H  parallèle  à  sdx. 

On  aura,  dans  le  triangle 

M'WK, 


:8 


fig.  48. 


WW  =  M'^K  +  M'K  —  2M''K  X  M'K  X  cos  WYM. 

Remplaçant M'^K  et  M'K  parleurs  valeurs,  al — x"  eti/' — y", 
et  désignant  par  6  l'angle  j/Oa?,  par  R  la  distance  M"M',  il 
vient 


0 
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d'où 

R  =  ^(^'-x'r +(y -y'O'+aia/— a^'Oi»'— y")cose. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  cette  formule  est  génértde. 

79.  PROBiiiiB  YI.  Étant  données  les  éqiuitions  de  dmx 
droites^  trouver  Us  coordonnées  de  leur  intersection. 

-Soient 

y=zax-\-b 
y  =  a'x-\-b' 

les  équations  de  deux   droites.  Les  coordonnées  do  leur 
intersection  doivent  satisfaire  aux  équations  précédentes;  et, 
réciproquement^  le  point  dont  les  coordonnées  satisfont  à  ces 
équations  appartient  aux  deux  droites. 
Des  équations  précédentes^  on  tire  : 

b'—h        ,  ab'—ba' 

a — a  a — a 

ce  sont  les  coordonnées  du  point  cherché. 

Si  a  est  égal  à  a'  et  que  b  soit  différent  de  6',  les  valeurs  de 
a;  et  de  j/  sont  infinies.  Dans  ce  cas ,  les  droites  sont  paral- 
lèles, et  leurs  équations  n'ont  pas  de  solution  commune. 

Si  l'on  a  en  même  temps  a = a'  et  6  =  b',  les  valeurs  de  x 

et  de  y  ont  la  forme  -.  Dans  ce  cas  les  deux  droites  coïnci- 
dent. 

80.  PROBiiacs  VU.  Étant  données  les  éqiuUions  de  deux 
dfoiies,  trouver  V angle  de  ces  droites  : 

!•»  Supposons  les  axes  rectangulaires,  et  soient 

y  =  aaî      et      y=:a'ûc 
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les  équations  des  droites  données  AB  et  A'B'  (fig.  49),  me- 
nées par  Torigine,  paral- 
lèlement aux  droites  don- 
nées. 
Désignons  par  V  Tangle 
F  BOB',  formé  par  les  par- 
ties de  ces  droites  qui  sont 
situées  au-dessus  de  l'axe 
des  jr,  et  soit 

B0a7=a    et    FOa?=a'. 


i+tangatanga 


7,     ou     tangV  = 


a  — à 
I  +  aa'' 


Cette  formule  détermine  l'angle  V,  puisque  cet  angle  est 
compris  entre  0  et  180*. 

Remarque.   Pour   que  l'angle   V   soit  droite   il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 

i+aa'  =  0; 

^  Supposons  les  axes 

obliques  et  désignons  par 

e  (fig.  50)  Tangle  que 

®       forment  les  directions  Ox 

et  Oy. 

*       On  a  (n«  74) 


tanga  = 


asinO 


et  tanga'=: 


1+acosB 
a'  sin  e 


l-fa'cose  ' 


84  GÉOMÉT        ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS, 

puis 


asinô  à'sinô 


taiigV  = 


l+acos6       l+a'cos6 

aa' smH  ' 

■^(l+acos6)(l+a'cos6) 
ou 

lang.    _  ^  ^ao'  +  (a  +  o')cose' 

• 

Remarque.  La  condition,  pour  que  les  droites  données 
soient  perpendiculaires^  est  dans  ce  cas  : 

l  +  aa'  +  (a  +  a')cose==0. 

81.  Problème  VIII.  l'rouver  V équation  de  la  perpendicu- 
laire menée  par  un  point  donné  sur  une  droite  donnée. 
Soient  M  (x',  y')  le  point  donné  et 

y=zax-\'b 

l'équation  de  la  droite  donnée.  La  perpendiculaire  cherchée^ 
passant  par  le  point  donné ,  a  une  équation  de  la  forme 

(n«  75)  : 

y—y'  =  a'{x—x'). 

eif  comme  elle  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée ^  on  a, 
si  les  axes  sont  rectangulaires , 

aa'  +  i=0 
d'où 

a 
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l'équation  demandée  est  donc^  dans  ce  cas, 

Si  les  axes  sont  obliques ,  le  coefficient  inconnu  a'  sera 
donné  par  l'équation 

l+aa'  +  (a+ a')  co8e=0, 
d'où  Ton  tire  : 

,     — i — aco86 

a+cos6     ^ 

réquation  demandée  est  donc 

,      — 1— acos6 

y  —  y  = i ;: — (x—œ  j. 

^      ^  a+cose    ^  ' 

82.  Problème  IX.  Trouver  la  distance  d'un  point  donné  à 
une  droite  donnçe. 
Soient  6  l'angle  des  axes ,  M(j?',  y')  le  point  donne  et 

(1)  y=ax+b 

l'équation  de  la  droite  donnée. 

L'équation  de  la  droite  menée  par  le  point  M ,  perpendi- 
culsirement  à  la  droite  donnée ,  est 

(2)  '  j^  — y'  =  a'(j?  — a?')5 

en  faisant,  pour  abréger, 

1  +  a  cos  B 


a  ==  — 


O  +  C0S6 
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L^équation  (1)  peut  s'écrire  ainsi  : 

y  —  \/  =  a{x—a:f)  —  (}/—aûif—h)^ 

et  j  en  la  combinant  avec  Téquatiop  (%  on  obtient: 

t/—ax'-^b  .., ,y'—ax'—b 

x  —  x= — - — - — ,      y—y=a — - — -— -. 
a^—a  a — a 

Les  valeurs  de  x  et  y  y  données  par  ces  équations,  sont  les 
coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
donné  sur  la  droite  donnée  ;  si  donc  on  désigne  par  R  la  gran- 
deur de  cette  perpendiculaire,  on  aura  : 

R^={x-xr  +  {y-y'r+^[x-x'){y  —  y')cos^  = 
ou ,  en  remplaçant  a'  par  sa  valeur 


^,_(y— fla?^— fe)'sinH 
""   14-2àcosô  +  a«   ' 


-|-2àcosô  + 
et 

{y'  —  ax' — 6)  sine 


R  = 


v/l+2acosO+a« 


Dans  cette  expression,  le  radical  doit  être  pris  avec  le  signe + 
ou  le  signe  —,  suivant  que  y' — ax' — h  est  positif  ou  négatif. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  formule  se  simplifie  et 
devient  : 

y' — ax'-rh 
R  =       ,  . 
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83.  Si  Péqjifttion  de  la  droite  donnée  avait  la  forme 


on  en  tirerait  : 


B         G 
•^  =  -A^-Â' 


et  ta  distance  R^  du  point  [x\  y')  à  cette  droite,  se  déduirait  de 
la  formule  que  nous  venons  de  trouver^  en  remplaçant  a  par 

— j  et  b  par  —  ^;  il  vient  ainsi  : 

(At/'  +  B^  +  C)sine 


V^A*  —  2AB  cos  e  +  B' ' 
et,  pour  le  cas  des  axes  rectangulaires , 

ky'  4-  Bj?'  +  G 


R  = 


v/a«+b* 


Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires^  et  si  la  droite  donnée 
a  pour  équation 

y  sin  a  +  £c  cos  a =p, 

la  distance  du  point  (x\  \()  à  cette  droite  sera  simplement 

R  =  db  (î/'sino  -|-  jî'cos  o — p). 

Ici  nous  mettons  le  signe  ±  parce  que  toute  trace  de  ra- 
dical a  disparu. 

84.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'une  fonction  linéaire, 
telle  que 

Ay+Bar  +  C 
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représente >  à  un  facteur  constant  près,  la  distance  du  point 
dont  X  ei  y  sont  les  coordonnées ,  à  la  droite  qui  a  pour 
équation 

At/  +  Rr  +  C  =  0. 
Cette  remarque  est  très-importante. 


EQUATION   DU   CERCLE. 

8S.  On  obtient  immédiatement  Téquation  de  la  circonfé- 
rence de  cercle  9  en  exprimant  que  la  distance  du  centre  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  au  rayon. 

Soient  donc  xeiy  les  coordonnées  d'un  point  de  la  circon- 
férence ,  a  et  6  les  coordonnées  du  centre,  et  R  le  rayon;  on 
aura  (no  78)  : 

(1)       {^x—aY  +  (y—by  +  %x—a)  [y— h)  cos  e  =  R'-. 

C'est  réquation  générale  de  la  circonférence,  dans  Thypo- 
thèse  où  les  axes  font  entre  eux  un  angle  égal  à  6. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a  6=90",  et  Téquation 
précédente  devient  : 

(2)  (x-aY  +  {y-bY=RK 

Lorsqu'on  prend  pour  axes  deux  diamètres  perpendicu- 
laires, on  a  a=0,  6=0,  et  Téquation  se  réduit  à 

(3)  ^«+y*  =  R% 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  (n°  54). 

Enfin  il  est  bon  de  remarquer  la  forme  de  l'équation  de 
la  circonférence,  lorsqu'on  prend  pour  axes  une  tangente 
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quelconque  et  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact. 
Supposons  y  par  exemple^  que  Taxe  des  y  soit  tangent  et  que 
Taxe  des  x  passe  par  le  centre^  il  &udra  faire  dans  l'équation  (2) 

a=R,        6=0, 

et  cette  équation  devient  alors  : 

(a?— R)*  +  ï«=RS 

ou ,  en  développant , 

y*+a;*— •2ftr=0. 

80.  Uéquation  de  la  circonférence  est  du  second  degré , 
mais  elle  ne  constitue  qu'un  cas  très-particulier  des  équations 
du  second  dçgré,  dont  la  forme  générale  est 

(i)  Ay*  +  Bxy  +  Cx*  +  J)y  +  Ex  +  F=0. 

Il  est  facile  de  trouver  les  conditions  qui  doivent  être  rem- 
plies pour  que  la  précédente  équation  appartienne  à  une 
circonférence  de  cercle.  Pour  que  cela  ait  lieu ,  il  faut  que 
l'équation  (1)  puisse  être  identifiée  avec  Téquation 

(x— a)*  +  (y— i>)«  +  2(a?— a)  (y— 6)  cose— R«=0 

qui ,  en  développant ,  devient  : 

(2)  î/'+2a?y  cos  6  +  j;*— 2(6+ acosô) y — 2(a+ 6 eos 6)a; 
+  a^  +  6«  +  2a6cos6— R«=0, 

par  suite,  il  faut  que  les  coefficients  des  termes  semblables 


90  OËOMtTRIE  ANALYTIt^E  A  DEUX  DllOSIISIOlfl. 

soient  proportionnels.  En  exprimant  cette  condition  ^  on 
trouTo: 

(3)  5=2cose,       ^  =  1, 

5=— î(6  +  acos6) 

A 

(4)  {  ?=— 2(a+6co8  6) 

A. 


Les  équation  (3)  donnent  : 

(5)  A=C,      B=:2Acose; 

ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
l'équation  (i)  représente  une  circonférence.  Lorsqu'elles  sont 
remplies^  les  trois  équations  (4)  feront  connaître  les  coordon- 
nées du  centre  et  le  rayon  du  oerde. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires ^  on  a  cosO=sOy  et  les 
équations  de  condition  (5)  se  réduisent  à 

A  =  G,      B=0. 

Ainsi  pour  qu'une  équation  du  second  degré  appartienne 
à  une  circonférence^  dans  le  cas  des  coordonnés  rectangu- 
laires, il  faut  et  il  suffit  :  1^  que  les  coefficients  des  carrés 
des  variables  soient  égaux;  ^^  que  Téquation  ne  renjkrme  pas 
le  rectangle  xy  des  variables. 
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Cr&ERClClUi« 

Questions  résolues. 

87.  Question  I.  Trouver  téquation  générale  des  droites, 
qui  passent  par  le  point  de  rencontre  de  imsB  droites  données 
par  leurs  équations. 

Nous  représenterons  simplement  par 

(1)  A==0,       B  =  0, 

les  équations  des  droites  données;  AetB  seront  alors  des 
fonctions  linéaires  de  x  et  y.  Gela  posé,  je  dis  que  l'équation 
cherchée  est 

(2)  A  +  wB  =  0, 

m  désignant  un  coeflBcient  indéterminé. 

En  eflfet,  on  voit  d'abord  que  Téquation  (2)  représente  une 
droite,  quel  que  soit  m,  puisqu'elle  est  du  premier  degré  ;  en 
deuxième  lieu  cette  droite  passe  pai^  le  point  de  rencontre 
des  droites  (1)^  car  l'équation  (2)  est  évidemment  satisfaite 
par  les  valeurs  de  â?  et  y  qui  satisfont  aux  équations  (!)• 
Enfin  l'équation  (2)  représente  toutes  les  droites  qui  passent 
par  le  point  de  rencontre  des  droites  (1)  ;  car,  à  cause  de  l'in- 
détermination de  m,  on  peut  assujettir  la  droite  (2)  à  passer 
par  tel  point  que  Ton  voudra. 

88.  Question  H.  Démontrer,  par  les  principes  de  la  géo^ 
métrie  analytique,  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  som- 
mets (fun  triangle  sur  les  côtés  opposés  se  coupent  eh  un  mime 
point. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  quelconques,  et  soient 

y — ax  —  a  =  0,      y  —  bx  —  6  =  0,      y  —  ex  —  ^  =  0, 
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OU;  pour  abréger, 

A  =  0,      B  =  0,      C  =  0, 

les  équations  des  côtés  BC^  AG^  AB  du  triaDgIe  ABC  (fig.  51). 

Toute  droite  AA',  qni 
passe  par  le  point  A^  a 
une  équation  de  la  forme 

B+mC  =  0, 


ou 


fig.  51. 


(1  +  m)y  —  (6  +  mc)j?— 
(6  +  my)  =  0. 


Le  coeflScient  angulaire  est  —■ — ;  si  donc  AA'  est  perpen- 
diculaire sur  BC ,  on  a  (n<»  80) 

b  +  mc  ,  .      ^         1,  «  064-1 

^        Xa  +  i=0,      d'où      m  =  —  - 


i  -{-m 


et  l'équation  de  la  droite  AA'  sera 


ac  +  i' 


B— ^44g  =  0      ou      (ac+l)B==(a6+l)C. 

Cette  analyse  montre  clairement  que  les  trois  perpendicu- 
laires AA';  BB',  CC';  abaissées  des  sommets  du  triangle  ABC 
sur  les  côtés  opposés ,  ont  respectivement  pour  équations 


(ac +  1)B: 
(ah  +  1)C  : 
(6c  +  1)A: 


(a6  +  l)G, 
(6c  +  l)A, 
(ac  +  l)B. 
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il  est  évident  que  les  valeurs  de  x  et  y,  qui  satisfont  à 

quelconques  de  ces  équations,  satisfont  aussi  à  la  troi- 

)  9  ee  qui  prouve  que  les  droites  qu'elles  représentent  se 

mt  au  même  point 

K  Question  III.  Trouver  réqucUion  de  la  ligne  qui  divise 

MX  parties  égales  Vangle  de  deux  droites  données  par 

équations. 

ent 

y  —  ax — 6  =  0,      y  —  a'x — 6'==0 

uations  des  droites  données  uu'  et  w'  (fig.  52).  rappor- 
tées aux  axes  Ox  et  Oy  qui 
font  entre  eux  Tangle  6. 
Soient  '^{x^  y)  un  point  de 
la  droite  tH^  qui  divise  l'an- 
gle tiGt?  en  deux  parties 
égales,  MP  et  MQ  les  per- 
pendiculaires abaissées  de 
M  sur  Ct?  et  Cti,  on  aura  : 

MQ  =  MP; 


fig.   52. 


îurs 


^f(y  —  ax—h)s\n^\  (y  — g'a?  — y)sine 

v/l  +  2acose+a''  v/l  +2o'cos6  +  a'*' 

y  —  ax—h        __       y^a'x—V 

v/i+2ocose-f  a*""  v^4+2a'cos6  +  o'» 

-  «ar  -  6 = V /ï±5^ï±Z  («  _  a'ar  -  60  ; 

V  l+2a'cos6  +  a"^" 
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c^'est,  évidemment;  l'équation  de  la  droite  demandée. 
.  gLanarque*  Le  radical  du  second  membre  doit  être  pris  suc- 
o^ssiveiiieiit  avec  le  signe  -|-  et  avec  le  signe  — ;  on  obtient 
ainsi  les  équations  des  deux  droites  qui  partagent  en  deux 
partieségales  les  quatre  angles  formés  par  les  droites  données. 

80,  Question  IV.  Trouver  V équation  de  la  droite  qui  joint 
les  points  d'intersection  de  deux  circonférences,  données  par 
leurs  équations. 

Soient 

(1)  (^_a)*  +  (y_6)*  =  KS 

(2)  [x-ar  +  [y-h'f-=^\^\ 

les  équations  de  deux  circonférences^  rapportées  à  des  axes 
rectangulaires  quelconques. 
En  retranchant  ces  équations  membre  à  membre^  il  vient: 

le  lieu,  représenté  par  cette  équation,  passe  évidemment  par 
les  points  communs  aux  circonférences  (1)  et  (2)j  elle  est 
d'ailleurs  du  premier  degré  ;  car,  en  effectuant  les  calculs^  elle 
se  réduit  à 

%a—ct!)x  +  2(6  —  b')y  +  a'*  +  6'^  —  a^  —  h^  =  R'*— R«, 
ou 

(3)    (a-a>+(6-fe')y=  i  (a«+fe«-R«)-  i  (a'«+6"-R'«)  ; 

donc  la  droite  cherchée  est  celle  que  représente  Téquation  (3). 

91.  Question  V.  Étant  données  trois  circonférences,  démon- 
trer que  les  droites  qui  joignent  les  points  dHntersection  de  ces 
circonférences,  prises  deux  d  deux ,  se  coupent  au  même  point. 
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Soient  pour  abréger 

les  équations  des  trois  circonférences^  rapportées  à  deux  axes 
rectangulaires.  Les  cordes,  communes  à  ces  circonférences 
considérées  deux  à  deux ,  ont  pour  équations  : 


ou 


C  — C'=0,      C— G"  =  0,      C  — C"  =  0, 

C  =  C',      G=G",      C'  =  C"; 


il  est  évident  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même 
point  pour  lequel  on  a  : 

G  =  G'  =  C". 

92.  Question  VT.  Trouver  VéqtuUion  du  lieu  des  sommets 
des  triangks,  qui  ont  un  côté  AB  et  Vangle  opposé  à  ce  côté 
communs. 
Soit  ABC  (fig.  53)  Tun  des  triangles  dont  il  s'agit;  nous 

prendrons  pour  axe  des  x  le 
côté  donné  AB^  et  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  à  AB 
c  menée  par  son  milieu  0  ;  nous 

ferons 


y 


AB  =  2a  et  ACB=:to. 

Si  j;  et  y  désignent  les  coor- 
fig.  ss.  données  du  point  G^  les  droites 

BC  et  AG  auront  pour  coeflScients  angulaires  (n""  77)  : 


X — a 


et 


y   . 

x  +  a' 


on  a  donc: 


9C 


d'où 
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_y y_ 

X — a      x  +  o  2a« 

ta„g.=  .^-^^  =  ^^^.— ; 

(^'  +  V'—-^ a*  =  0; 

tango 


c'est  l'équation  du  lieu  cherché.  On  peut  l'écrire  ainsi  : 


\        tango)/        sm'co' 


et  Ton  voit  qu'elle  représente  une  circonférence  dont  le  rayon 


a 


est  éffal  à  -: —  et  dont  le  rentre,  situé  sur  Taxe  des  y,  a  pour 
sinco 


ordonnée 


tangco 


On  déduit  facilement,  de  ce  qui  précède,  la  règle  donnée  en 
géométrie  élémentaire,  pour  construire  sur  une  droite  donnée 
un  segment  capable  d'un  angle  donné. 


Questions  à  résoudre, 

9,  1.  Étant  donnés  un  angle  yOx  et  un  point  P  (tig.  [54), 

on  mène  les  sécantes  PBA, 
PB'A'  qui  coupent  respecti- 
vement les  côtés  de  l'angle 
aux  points  A,B,  A',B';  puis 
on  tire  les  droites  AB',  A'B  qui 
se  coupent  au  point  M.  Cela 
F  posé ,  on  demande  quel  est  le 
flg.  54.  lieu  décrit  par  le  point  M ,  lors- 

qu'on fait  tourner  Pune  des  sécantes  autour  du  point  P.  On  fera 


0 


A  A' 
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voir  que  ce  lieu  reste  le  même,  quand  on  change  la  position 
de  la  sécante  considérée  comme  fixe. 

n.  Étant  donné  un  angle  yOx  et  un  point  P,  on  mène  la 
sécante  PBA  et  Ton  détermine,  sur  cette  sécante ,  un  point  M 
tel  q!ie  Ton  ait 

MA  _  FA 
MB  ~"  PU 

Gela  posé,  on  demande  quel  est  le  lieu  décrit  par  le 
point  M  quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  P. 

m.  Quatre  droites  considérées  trois  à  trois  donnent  lieu 
à  quatre  triangles;  on  demande  de  démontrer  que,  si  dans 
chacun  d'eux  on  prend  le  point  d'intersection  des  trois  hau- 
tem-s,  on  aura  quatre  points  situés  en  ligne  droite. 

IV.  Étant  donnés  m  points  dans  un  plan,  trouver  un 
point  tel  que  sa  distance  à  une  droite  quelconque  soit 
égale  à  la  moyenne  arithmétique  des  distances  des  points 
donnés  à  la  même  droite.  (Il  est  bien  entendu  que,  dans  cet 
énoncé,  les  distances  dont  il  s'agit  sont  positives  ou  négatives 
suivant  qu'elles  sont  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  droite).  Le 
point  dont  il  s'agit  est  unique.  On  le  nomme  centre  des 
moyennes  distances  des  points  donnés. 

V.  Étant  donnés  m  points  dans  un  plan ,  trouver  le  lieu 
géométrique  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances aux  points  donnés  est  égale  à  un  carré  donné.  Déduire 
de  là  le  point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux 
points  donnés  est  un  minimum. 

VI.  Étant  donné  un  angle  yOx  et  un  point  P  (  fig.  55) , 
on  mène  par  ce  point  P  une  infinité  de  sécantes ,  puis  on 
rebâties  distances  OB,OB',OB'^ en  OC, OC, OC" sur 
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une  droite  Oz  menée  par  le  point  0;  enfin  on  Joint  AC,  A'Cf^ 
A"C" 


Cela  posé ,  on  demande  :  1°  de  démontrer  que  les  droites 

ÀC,  A'C',A"C" se  coupent  toutes  en  un  même  point  M; 

i^  de  trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  M,  lorsque  la  droite 
ùx  ppend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  0. 
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CHAPITRE   IV. 


DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ  A  DEUX  VARIABLES^ 


GONSTRUCTION  DES  EQUATIONS  DU  SECOND  DEGRE.  —  DIVISION 
EN  TROIS  GENRES  DES  COURBES  Qu' ELLES  REPRESENTENT. 

93.  L'équation  générale  du  second  degré  à  deux  va^ 
riable$  est  : 

(1)  Ay»  +  Bxy+(liî*+Dy+Ea?+F==0. 

Supposons  que  Ane  soit  pas  nul,  et  résolvons  l'équation  (i) 
par  rapport  à  y,  on  aura  : 

Faisant  pour  abréger 

B«— 4AC  =  mj  BD— 2AE=n;  D*— 4AF=p, 

l'équation  (2}  devient  : 
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La  partie  rationnelle — — ,  commune  aux  deux  racines, 

est  l'ordonnée  d'une  ligne  droite 


(4) 


1  ^^^         '       • 


2A 


supposons  que  L'L  (fig.  56)  soit  cette  droite.  Pour  avoir  les 

points  du  lieu  de  Pé- 
quation  (1),  qui  cor- 
respondent à  une  ab- 
scisse OP^  il  suflSra  de 
mener,  par  le  point  P, 
une  parallèle  à  l'axé" 
~  Gy,  et  dé  porter  sur 
cette  parallèle ,  à  par- 
tir du  point  N  où  elle 
fig.  58.  coupe  la  droite  L'L , 

au-dessus  et  au-dessous  de  L'L,  deux  longueurs  NM  et  NM' 
égalés  k  là  valeur  absolue  que  prend  l'expression 


.  tJtz  V- 


pour  la  valeur  de  x  qui  répond  au  point  P.  On  aura  effective- 
ment en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  les  ordonnées 
des  points  M  et  M'  soient  positives, 

PM=PN  +  NM= ^  +  —  ^mx'^inx  +  p, 

JW  -\-T)         4       j 

PM' = PN — NM' =—  ^^ ^  \/mx»  +  inx + p. 

On  obtiendra  toos  les  points  du  lieu  de  l'équation  (1),  en 
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exécutant  la  même  construction  pour  chacune  des  valeurs 
le  Xy  auxquelles  correspond  une  valeur  réelle  de  l'expression 


1     , . 

—  v/ww;'' +  *»»  +  p.  ^ 

La  droite  L'L,  qui  divise  en  deux  parties  égdes  toutes  les 
cordes  de  la  courbe  menées  parallèlement  à  Taxe  des  y,  est 
dite  un  diamètre  de  la  courbe.  En  général,  on  nomme  dia- 
mètre d'une  courbe  toute  droite  qui  divise  en  deux  parties 
égales  un  système  de  cordes  parallèles. 

La  longueur^  représentée  par  l'expression 


1     I 

est  dite  Vordonnée  comptée  à  partir  du  diamètre;  nous  la 
représenterons  par  Y ,  en  sorte  que  Ton  aura  : 

2A  ^        •  2A    . 

94.  Pour'  que  la  valeur  de  Y  ou  de  t/  soit  réelle,  il  faut  et  il 
suflSt  que  le  trinôme  mx^-\-^nx-\-p  soit  positif  ou  nul.  Or,  un 
polynôme  a  le  même  signe  que  son  premier  terme  pour  toutes 
les  valeurs  positives  ou  négatives  de  la  variable  qui  dépassent 
une  certaine  limite.  11  est  donc  naturel  de  distinguer  les  trois 
casde  m<0,  m  =  0,  m>  0. 

1°  Soit  m  <0  ou  B* — 4fAC  <0.  L'ordonnée  Y  sera  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  x  qui 
dépassent  eeriaines  limites,  d'où  il  suit  que  le  lieu  de  l'é- 
quation (1)  est  une  courbe  limitée  dans  le  sens  Ox  et  dans 
le  sens  Oo;';  et,  comme  Y  ne  peut  être  infinie  pourries  valeur» 
finies  de  Xy  IsL  courbe  sera  lûmtée  mm  dans  fe'  sens  Oy 
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et  dans  le  sens  Oy'.  Cette  courbe ,  limitée  dans  tops  les 
sens^  a  reçu  le, nom  à* Ellipse. 

2"  Soit  m  >  0  ou  B*  —  4AG  >  0.  L'ordonnée  Y  sera  con- 
stamment féelle  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  n^atives 
de  X  qui  dépassent  certaines  limites;  en  outre  cette  quantité 
croit  indéfiniment  avec  x ,  d'où  il  suit  que  le  lieu  de  l'équa- 
tion (1)  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini  de  part  et 
d'autre  de  Taxe  des  y,  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  desâ;. 
Cette  courbe  a  reçu  le  nom  d'Hyperbole. 

3°  Soit  m  =  0  ou  B«— 4AC=0.  L'ordonnée  Y  est  égale 
à  v/2nj?  +p;  et,  si  n  est  positif,  elle  est  réelle  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  comprises  entre  —  ~-  et  +  oo ,  mais  elle  est 

imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  — ^ 

et  — oo.  La  courbe  s'étend  donc  à  l'infini  dans  le  sens  Ox, 
mais  elle  est  limitée  dans  le  sens  Ox'.  Elle  serait,  au  contraire, 
illimitée  dans  le  sens  Ox'  et  limitée  dans  le  sens  Ox,  si  n 
était  négatif.  Dans  les  deux  cas^  elle  s'étend  à  l'infini  au- 
dessus  et  au-dessous  du  diamètre.  Cette  courbe  a  reçu  le  nom 
de  Parabole. 

En  résumé,  l'équation  (1)  peut  représenter  trois  genres  de 
courbes  :  les  Ellipses  qui  sont  limitées  de  toute  part  et  dont 
le  cercle  (n**  86)  est  un  cas  particulier;  les  Hyperboles  qui  Oui 
quatre  branches  infinies,  et  les  Paraboles  qui  en  ont  deux  (*). 

95.  Ce  qui  précède  suppose  que  A  ne  soit  pas  nul;  nous 
allons  montrer  actuellement  que,  dans  l'hypothèse  de  A=0, 
le  lieu  représenté  par  l'équation  proposée  appartient  néces- 
sairement à  l'un  des  trois  genres  dont  il  vient  d'être  question. 


(*)  Nous  avons  d^à  considéré  chacune  de  ces  trois  courbes ,  dans  le 
chapitre  II,  en  lesd^nissantpar  i'une  de  leurs  propriétés  géométriques. 
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8i  A  est  nul  et  que  B  ne  le  soit  pas ,  la  quantité  détermi- 
nante B^ — 4ÂG  est  positive^  et  la  courbe  appartient  au  genre 
Hyperbole;  je  dis  que  la  courbe  a  effectivement  quatre  bran- 
ches infinies.  Cela  se  voit  immédiatement  si  C  n'est  pas  nul^ 
car^  en  résolvant  par  rapport  à  x,  on  trouve  : 

''^~  ^^i^  "^è  V^B'y*+2(BE-2CD)y  +  E«-4CF. 

Le  coeflSciei^t  de  y*  sous  le  radical  est  positif  >  d'où  l'on  peut 
conclure ,  comme  plus  haut  ^  que  le  lieu  s'étend  à  l'infini  dans 
le  sens  Oy  et  dans  le  sens  Oy',  au-dessus  et  au-dessous  de 
l'axe  des  ac. 
Si  l'on  a  à  la  fois  A=0  et  C=0,  l'équation  se  réduit  à 

^xy +Dy +  Eœ +F  =  0  ; 
on  en  tire  : 

^  Bx+D         ^^  By  +  E' 

y  est  réel  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  a?, 
d'où  il  suit  que  la  courbe  s'étend  à  l'infini  dans  le  sens  Ox  et 
dans  le  sens  Ox'-,  on  voit  de  même  que  x  est  réel  pour 
toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  t/,  d'où  il  suit 
(pe  la  courbe  s'étend  à  Pinâni  dans  le  sens  Oj/  et  dans  le 
sens  Oy'.  La  courbe  a  donc  quatre  branches  infinies. 

Si  l'on  a  en  même  temps  A  =  0  et  B  =  0 ,  il  en  résulte 
B*  — iAC  =  0,  et  la  courbe  appartient  au  genre  Parabole. 
Effectivement  elle  n'a  que  deux  branches  infinies,  si  D  n'est 
pas  nul;  en  effet,  l'équation  proposée  donne  alors  : 

C  ,     E        F 
V= —  nX  — —x  —  Ti; 
^  D         I)        0' 
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on  voit  que,  pour  des  valeurs  de  x  positives  et  négatives suflB- 
samment  grandes,  y  a  le  même  signe  que  —  -  ;  d'où  il  suit  que 
la  courbe  s'étend  indéfiniment  de  chaque  côté  de  Taxe  des  x\ 
mais  elle  est  limitée  dans  le  sens  Oi/  si  —  -  est  négatif,  et 

dans  le  sens  Oy'  si  —  -  est  positif. 

Lorsque  D  est  nul,  l'équation,  ne  contenant  plus  que  la  varia- 
ble x^  représente  un  système  de  deux  droites  parallèles  à 
l'axe  des  y.  On  a  effectivement  : 

x  = liz—  i/E'— 4CF. 

Nous  allons  maintenant  discuter  chacun  des  trois  cas  dis- 
tincts que  présente  Téquation  (1). 

Discussion  de  l'Ellipse  (B*— 4AC<0). 

96.  Conservant  les  notations  du  n**  93,  nous  divi&çrons  ce 
premier  cas  en  trois  autres,  suivant  que  les  racines  du  trinôûae 
ma;* +2wa:-f-p  sont  réelles  et  inégales,  égales  ou  imaginaires. 

Considérons,  en  premier  lieu,  le  cas  où  les  racines  du  tri- 
nôme, dont  il  s'agit,  sont  réelles  et  inégales;  désignons  ces 
racines  par  x'  et  x"  ;  supposons,  en  outre,  pour  fixer  les  idées, 
rc'  et  x"  positifs  et  x'  <  x\  Soient  X'X  (fig.  57)  le  diamètre 
qui  a  pour  équation 

_      B;r+D 
B  et  B'  les  points  où  ce  diamètre  coupe  la  courbe  ;  si  Ton 
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mène  les  ordonnées  BP  et  B'F ,  a!  et  x!'  seront  les  abscisses 


-1ç 


^  ttg.  57. 

des  points  P  et  P',  et  la  valeur  de  Y  sera 

1    y 

^  Vm  (j? — a?')  [x  —  x")  ; 

comme  la  quantité  m  est  ici  négative,  nous  la  désignerons 
par  —  p.*,  et  nous  écrirons 


Pour  que  Y  soit  réel,  il  faut  que  x  soit  compris  entre  x*  et 
^'  ;  la  courbe  est  donc  tout  entière  située  entre  les  parallèles 
il  Taxe  des  ^,  menées  par  les  points  B  et  B'.  Gonmie  Tun  des 
facteurs  x — a:',  x!' — x  croît  en  même  temps  que  l'autre  dé- 
croît, on  ne  voit  pas  immédiatement  de  quelle  manière  varie 
leur  produit  lorsqu'on  fait  croître  a?  de  a:'  à  x".  Mais  si  Ton 
remarque  que  ces  facteurs  ont  une  somme  constante^  et  que 
le  produit  de  deux  quantités  variables ,  dont  la  somme  est 
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constante ,  est  d'autant  plus  grand  que  la  différence  de  oès 
variables  est  plus  petite,  on  reconnaîtra  facilement  de  cpielle 
manière  varie  Y.  Désignons  effectivement  par  2js  la  différence 
des  facteurs  x- — x',  x"  —  x\  la  somme  de  ces  facteurs  étant 
od' — rc',  on  aura: 

,      x"  —  x'  x"  —  od 

d'où  Ton  tire  : 

x'-\-xf'   . 

ce  qui  montre  que  z  n'est  autre  chose  qu'une  abscisse, 
comptée  à  partir  du  point  D  milieu  de  PP.  Cela  posé,  la  va- 
leur de  Y  devient  : 


^=ksl^^'-"- 


X"—£ 


pour«  = — ,  on  a  Y=0;  et  siTon  fait  croître  %  de 

—  à  zéro ,  ou  a;  de  j?'  à  — - —  ,  Y  croîtra  de  zéro 

LL 

à  7r(a?''  — a;').  Au  contraire,  Y  décroîtra  depuis  cette  va- 

4A  '  ^ 

leur  jusqu'à  zéro,  si  l'on  continue  à  faire  croître  z  de  zéro 
à  -| — ,  ou  0?  de  — ^ —  à  xf'.  On  voit  en  particulier 

u, 

que  la  valeur  maximum  de  Y  est  --r-  (  x"  —  a?'  ) ,  et  qu'elle 

a?*  +  or" 
correspond  à  z  =  0,  c'est-à-dire,  à  a;  =  — ^ — qui  est 

Pabscisse  du  point  D. 
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n  ^résulte  dé  là  que,  si  Ton  mène^  par  le  point  D,  une  pa- 
fallèla  à  l'a&e  des  jf ,  que  l'on  prenne  sur  cette  ligne  de  paiH  et 

d'autre  de  X'X,  les  distances  CE,  CE'  égales  à  ~r  {xT  —  af) 

et,  enfin,  que  Ton  mène  par  les  points  Ë,Ë'  les  droites 
IH,  FG  parallèles  à  X'X,  la  courbe  sera  comprise  entre  ces 
deux  parallèles  et  n'aura,  avec  elles,  que  les  seuls  points 
communs  Ë  et  E'. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  obtenu 
plus  haut,  on  voit  que  la  courbe,  dont  nous  nous  occupons, 
est  renfermée  tout  entière  dans  le  parallélogramme  FIHG, 
comme  l'indique  la  figure  57,  et  qu'elle  rencontre  les  côtés  de 
ce  parallélogramme  en  leurs  milieux. 

Si  Ton  prend  sur  Oo? ,  à  partir  du  point  D,  deux  distances 
égales  DK  et  DL,  moindres  que  DP,  les  valeurs  de  Y  corres- 
pondantes aux  abscisses  OK  et  OL  seront  égales;  on  a  donc  : 

MR  =  MTl  =  NS  =  N'S, 

d'où  il  suit  que  les  triangles  CRM,  CN'S  sont  égaux;  il  ré- 
sulte de  là  que  CN'  est  le  prolongement  de  MC  et  que  le  point  C 
est  le  milieu  de  MN'.  Le  point  C,  qui  divise  ainsi  en  deux  par- 
ties égales  toutes  les  cordes  qui  y  passent,  est  dit  un  centre  de 
l'ellipse  (n""  7).  Remarquons  enfin  que,  MR  et  NS  étant  égales 
et  parallèles ,  le  quadrilatère  MNSR  est  un  parallélogramme, 
n  s'ensuit  que  la  corde  M  N  est  parallèle  à  X'X  et  que  cette 
corde  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  ligne  EE'.  La 
même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  cordes  parallèles  à  X'X; 
par  conséquent  EE'  est  un  diamètre.  Chacun  des  diamètres 
XK  et  EE'  partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
k  ràtitrè.  Dèuit  diamètres  >  qui  ont  cette  propriété^  sont  dits 
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97.  Si  les  racines  du  trinôme  mx^  +  ^nx  +  p  sont  égales 
entre  elles ^  on  a,  en  désignant  par  x'  leur  valeur  et  en  fai- 
sant, comme  précédemment,  m= — [x*, 


d'où  il  suit  que  Y  est  constamment  imaginaire,  à  moins  qu'on 
ne  fasse  x=^x'.  L'équation  proposée  n'admet  donc  aucune 
autre  solution  réelle  que  celle  qui  est  commune  aux  deux 
équations 


2A 


61    X       X  • 


En  d'autres  termes^  le  lieu  de  l'équation  proposée  se  réduit 
à  un  points  dont  les  coordonnées  sont 

_    ,  _      Rr^  +  D 

x^x,      2/  —  —      2A     • 

n  est  bon  de  remarquer  que  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  est  la  somme  de  deux  carrés  ;  on  a,  en  effet , 

Bx  +  D  _^  XL 


^  2A  2A^  ^^  ' 

d'où  Ton  déduit  : 

(2Aî/  +  Bj?  +  D)«  +  }j}[x — x'Y  =  0 , 

équation  qui  n'est  autre  chose  que  la  proposée  sous  une  autre 
forme. 

Si  les  racines  du  trinôme  mx'^  +  2na?  +  p  sont  imaginaires, 
comme  m  est  négatif,  le  trinôme  sera  constamment  négatif, 
et,  par  suite,  Y  sera  constamment  imaginaire.  L'équation 


DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ  A  DEUX  VARIABLES.    109 

proposée  n'a  donc  aucune  solution  réelle;  on  dit  alors  qu'elle 
représente  une  ellipse  imaginaire. 

n  est  bon  de  remarquer  que  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  proposée  est  la  somme  de  trois  carrés;  car^  en  faisant 
comme  plus  haut  m  =  —  jx*,  le  trinôme  »w:*  +  2nx+P  est 

égal  à  Texpression  —  p.*  (x A  — [x^/i*,  où  fc*  désigne  une 

quantité  positive  ;  alors  on  a  : 


y 


__B^+D     jx^   /_r/  _ny       1 


d'où  l'on  déduit: 

équation  qui  n'est  autre  chose  que  la  proposée  sous  une  autre 
forme. 

Remarque,  Pour  que  les  racines  du  trinôme  ma?*+2wa?+P 
^ient  réelles  et  inégales^  il  faut  et  il  sufiSt  qu'on  ait  : 

n* — mf>0, 

Par  conséquent^  pour  que  l'équation  proposée  représente 
effectivement  une  courbe,  il  faut  et  il  suflSt  que  Ton  ait  en 
supposant,  ce  qui  est  permis,  que  A  soit  positif  : 

B«— 4AG<0   et    AE«+GD«— BDE+F(B«— 4AG)>0. 

Si  la  deuxième  condition  n'est  pas  remplie ,  l'équation  re- 
présente un  point  réel  ou  une  ellipse  imaginaire  qui  sont  les 
^ariétéi  de  l'ellipse. 
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Discussion  de  V Hyperbole  (B*— 4A.C>0). 

98.  Le  cas  de  Thyperbole^  comme  celui  de  PeUipie,  se 
subdivise  en  trois  autres ,  suivant  que  les  racines  du  tri- 
nôme mx^-^^nx+p  sont  réelles  et  inégales^  égales  ou  imi- 
ginaires. 

Considérons,  en  premier  lieu^  le  cas  où  les  racines  du  tri- 
nôme^ dont  il  s'agit;  sont  réelles  et  inégales;  désignoni-las 
par  x'  et  x"  ;  supposons^  en  outre^  pour  fixer  les  idées  a/  et  / 
positifs  et  aî'<ap"* 


flg.  58. 

Soient  X'X  (fig.  58)  le  diamètre  qui  a  pour  équation 

Bx  +  B 
^  = 2Â-^ 

et  B^  B'  les  points  où  ce  diamètre  coupe  la  courbe;  si  Vot^ 
mène  les  ordonnées  BP  et  BT',  x'  et  x"  seront  les  abcisses 
des  points  P  et  F,  et  la  valeur  de  Y  sera 

—  )/m{x  —  xrj(x—x''); 

comme  la  quantité  m  est  positive,  nous  la  désignerons  par  (^ 
et  Ton  aura  : 
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tem  que  Y  soit  réel^  il  faut  que  x  soit  compris  entre  —  q» 
1 3f,  ou  entre  af  ei+co'yU  courbe  n'a  donc  aucun  point 
tué  entre  les  deux  droites  BP,  BV,  menées  par  les  points 
i  «t  B'  parallèlement  à  l'axe  des  y. 
Poura?=aî*,  on  a ¥=0;  et  lorsqu'on  fait  croître  a;  de  â^'  à  +od, 
croît  de  zéro  à  l'infini,  car  les  deux  facteurs  x-^af  et 
— £c"  croissent  l'un  et  l'autre  indéfiniment.  La  courbe, 
ont  nous  nous  occupons,  a  donc  une  branche  telle  que  NET 
ui  s'étend  à  l'infini  du  côté  des  abscisses  positives ,  de  part 
t  d'autre  du  diamètre. 

Pour  x  =  x',  on  a  encore  Y  =  0;  et  si  l'on  fait  décroître 
ieafk — oo,  les  deux  facteurs  x — x^,x — a?"  sont  né- 
Mi^;  en  changeant  leurs  signes,  il  vient  : 

Qvoit  que  x  décroissant  de  Je'  à  — oo,  Y  opolt  d9  rtro 
+o^;  la  courbe  a  donc  une  deuxième  branche  telle  que 
KH  qui  s'étend  à  Tinfini  du  côté  des  abscisses  négatives,  de 
«rt  et  d'autre  du  diamètre.         , 

L'abscigse  du  point  D  milieu  de  PP'  étant  — ^ — ,  posons 

x'  +  x''  . 

f  serf  une  abscisse,  comptée  à  partir  de  D,  et  la  valeur  de  Y 
leviendra  : 


\ 
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Cette  fonne  de  la  valeur  de  Y  pennet  de  constater  que  la 
parallèle  menée  à  Taxe  des  y,  par  le  point  D^  est  un  diamètre 
de  l'hyperbole,  conjugué  au  premier  diamètre  X'X;  et,  quele 
point  C^  où  se  coupent  ces  deux  diamètres,  est  un  centre  de 
la  courbe. 

99.  Si  les  racines  du  trinôme  iiw?*  +  2iia?+p  sont  égales 
entre  elles,  on  a,  en  désignant  par  x'  leur  valeur  et  en  fai- 
sant, comme  précédemment,  m  =  p.*, 


et 


B^  +  D       ji^ 
^  2A  2A^  ^ 


On  voit  que,  dans  ce  cas,  l'équation  proposée  représente 
deux  droites ,  qui  se  coupent  sur  le  diamètre  au  point  dont 
l'abscisse  est  on!  ;  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
est  alors  la  différence  de  deux  carrés,  car  de  l'équation  pré- 
cédente, on  tire: 

(2Aî/  +  Rr  +  DY  —  i>.\x—afY  =  0, 

qui  n'est  autre  que  la  proposée  sous  une  autre  forme. 

100.  Supposons  enfin  que  les  racines  du  trinôme 
mx*  +  2n.x +p  soient  imaginaires. 

Dans  ce  cas  Y  ne  peut  s'annuler  et  la  courbe  ne  rencontre 
pas  le  diamètre  X'X  (fig.  59).  En  faisant,  comme  plus  haut, 
m  =  p.*,  on  peut  écrire  la  valeur  de  Y  de  la  manière*  sui- 
vante : 
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-j 1  étant  fK)sitive ,  on  aura  la  valeur  minimum  de  Y 


en 


fL  4  /  fi^ 

faisant  0?= 5;  cette  valeur  est— l/p j.  Soit  D 


fig.  56. 

tepointdontl'abscisseest ^,  menons,  par  ce  points  une  pa- 

i^lèle  à  l'axe  Oy  et  prenons^  sur  cette  parallèle  de  part  et 

d*autre  du  diamètre^  CE=CE'  =  — i/p j  ;  les  points  E 

6t  £'  seront  les  points  de  la  courbe  les  plus  rapprochés  du 

diamètre.  Enfin  si  Fon  fait  varier  a;  de r  à  ±co,  la  va- 
P- 
leur de  Y  croît  constamment  depuis  sa  valeur  minimum  jus- 

ïu*à  l'infini  ;  d'où  il  suit  que  la  courbe ,  dont  nous  nous  occu- 
pons, a,  de  chaque  côté  du  diamètre  X'X,  deux  branches  qui 
s'étendent  à  Finfini ,  comme  Tindique  la  figure  59. 
n  est  aisé  de  voir,  en  posant 

F 
que  le  point  C,  où  la  parallèle  à  Taxe  Oy ,  menée  par  le  point  D,  • 

8 
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rencontre  le  diamètre  X'X^  est  un  centre  de  l'hyperbole ,  ^ 
que  les  droites  X'X  et  E^E  sont  deux  diamètres  conjugués. 
Nous  ne  croyons  pas  nécessaire  d'insister  sur  ce  point. 

Remarq%^e.  Suivant  que  les  racines  du  trinôme  mx^+^nx-^-P 
sont  réelles  et  inégales^  ou  imaginaires ^  on  a  : 

n' — mp>0      ou      n*  —  mp<0; 

par  conséquent,  pour  que  Téquation  proposée  représente 
effectivement  une  hyperbole,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  : 

B«— 4AG>0  et  AE*+CD*— BDE+F(B*— 4AC)>  ou  <0. 

Si  la  deuxième  condition  n'est  pas  remplie,  Téquation  pro- 
posée représente  le  système  de  deux  droites  qui  se  coupent  y 
système  qui  constitue  une  variété  de  Thyperbole. 

101.  Le  cas  de  Â=0  échappe  à  la  discussion  précédente  ; 
il  importe  de  l'examiner  à  part.  L'équation  proposée  se  ré" 
duit  alors  à 

Ba?y  +  Gr*  +  Dt/  +  Eaî  +  F  =  0; 

il  faut  remarquer  qu^on  ne  peut  avoir  ici  3=0;  car  il  s^en- 
suivrait  B' — 4AC=0,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  que 
nous  discutons.  L'équation  précédente  est  du  premier  degré 
par  rapport  à  y,  et  Ton  en  tire  : 

_— CLc^— Ea?  — F 
^"~         Ba?+D 

Effectuons  la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  et 
désignons ,  pour  abréger,  le  quotient  par  mœ  +  n  et  le  reste 
par  r,  il  vient  : 
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6oit  X'X  (fig.  60)  la  droite  qui  a  pour  équation 

i  est  évident  qu'on  obtiendra  les  différents  points  du  lieu 
de  l'équation  proposée ,  en  ajoutant  à  diaque  ordonnée  de 
la  droite  X'X  la  longueur  positive  ou  négative  représentée 

par  =7 — r-rri  cu  fj'autres  termes*  si  Ton  pose: 
Bx  +  D 


Y  = 


Bx  +  l>' 


Y  sera  l'ordonnée  de  la  courbe  comptée  à  partir  de  la 
droUe  XX  Supposons  ^  pour  fixer  les  idées  ^  que  les  qiian- 
tités  r,  B  et  D  soient  positives;  si  l'on  fait  croître  a?  de  — oo 

à — ^,  Y  reste  négatif  et  dé^a^ît  de  zéro  à  — oo;  la  courbe 

a  donc  un  arc  tel  que  GG'  composé  de  deux  tranches  infi- 


fig.  60. 


^ies,  comme  l'indique  la  figure  60.  L'une  de  ces  branches 
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s'approche  indéfiniment  de  la  droite  X'X,  c'est-à-dire ,  que  la 
distance  d'un  point  M  de  la  branche  de  courbe  dont  il  s'agit 
à  la  droite  X'X  décroit  indéfiniment  de  manière  à  avoir  zéro 
pour  limite,  lorsque  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini.  Toute 
droite^  dont  une  branche  de  courbe  infinie  s'approche  ainsi 
indéfiniment^  est  dite  une  asymptote  de  la  courbe^  X'X  est 
donc  une  asymptote  de  notre  hyperbole.  La  deuxième  branche 
infinie  de  l'arc  GG'  s'approche  indéfiniment  de  la  droite 
YT  menée,  parallèlement  à  Taxe  Oy,   par  le   point  de 

Taxe  des  x  dont  l'abscisse  est  —  -  ;  cette  droite  YT  est  donc 

Jd 

une  deuxième  asymptote  de  Thyperbole. 
Si  l'on  continue  à  faire  croître  x  de  —  ^  à  -J-^^o,  Y  de- 

15 

vient  positif  et  décroît  depuis  +^^  jusqu'à  zéro;  il  s'ensuit 
que  notre  courbe  a  un  second  arc  tel  que  HH'  dont  les  droites 
XX'  et  YY'  sont  encore  asymptotes. 

Remarque  L  II  importe  de  remarquer  le  cas  de  r=0. 
L'équation 

que  nous  avons  déduite  de  la  proposée  se  réduit  à 

2/==  ma?  4-»*, 

qui  ne  représente  qu'une  droite  unique.  Mais  dans  ce  cas 
cette  équation  ne  se  déduit  de  la  proposée  que  par  la  sup- 
pression d'un  facteur  dont  il  faut  tenu*  compte.  On  a  eflTecti- 
vement  : 

—  (Caî*  +  Ej:+F)  =  (Bx  +  D)(ma?+n), 
par  suite  l'équation  proposée  peut  s'écrire  : 
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(Bx  +  iy){y—mx—n)=Oy 
et  elle  représente  les  deux  droites 

■ 

Ba?-|-D==0,        y — mx — n=.0. 

Remarque  IL  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède,  que  si 
Téquation  du  second  degré  manque  du  terme  en  y'  ou  en  x^y 
mais  qu'elle  contienne  le  rectangle  xx/y  elle  représente  une 
hyperbole  qui  a  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y  ou  à 
l'axe  des  x.  Nous  verrons  bientôt  que  cette  propriété  d'avoir 
deux  asymptotes  a  lieu  indistinctement  pour  toutes  les  hy- 
perboles. 

Discussion  de  la  parabole  (B' — 4AC=0). 

lOS.  Conservant  les  notations  du  n*  93^  soit  X'X  (fig.  61) 
le  diamètre  qui  a  pour  équation 

Rr  +  D 


y  = 


2A 


^n  a^  dans  ce  cas, 


1     / 

Y=—  yj^nx+p. 
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Supposons  d'abord  n  positif;  si  l'on  fait  croître  j;  de  —  q» 

à  —  ~-,  Y  est  imaginaire  et  il  n'y  a  pas  de  points  correspon- 

dants  de  la  courbe;  mais,  si  l'on  continue  à  faire  croître  x 

de  — ^  à  +00,  la  valeur  de  Y  sera  constanmient  réelle  et 

erottra  de  zéro  jusqu'à  l'infini.  La  parabole^  que  nous  discu- 
HnitA,  eA  ainsi  formée  de  deux  branches  infinies  ÂG  et  AG',  qui 
partout  Pune  et  l'autre  du  point  A,  où  le  diamètre  X'X  coupe 

ia  droite  qui  a  pour  équation  «= — ^.  La  courbe  est  donc 

illimitée  du  côté  des  abscisses  positives  ;  elle  est  limitée  ftu 
contraire  du  côté  des  abscisses  négatives. 

La  figure  61  suppose  que  p  est  positif,  la  courbe  coupe 
alors  Taxe  des  y  en  deux  points  D  et  V  pour  lesquels  on  a: 

2A* 

Si  p  est  nul,  les  deux  points  D  et  D'  se  confondent  avec  le 
point  A  (fig.  62)  et  la  courbe  est  tout  entière  située  du  même 


fig.  62. 


côté  de  Taxe  des  y  que  les  abscisses  positives.  Si  p  est  néga* 
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lif ,  la  courbe  n'a  aucun  point  commun  avec  Taxe  des  y , 
comme  on  le  voit  dans  la  figure  63. 


lig.  63. 


Lorsque  n  est  négatif^  la  courbe  est  limitée  du  càié  des 
absdsses  positives  et  illimitée  du  côté  des  abscisses  négatives. 
Ici^  comme  dans  le  cas  de  n  positif,  il  y  a  lieu  de  distinguer 
les  trois  hypothèses  de  p  >  0,  p =0,  p  <  0  ;  les  trois  positions 
correspondantes  de  la  courbe  sont  indiquées  dans  la  figure  64. 


flg.  64. 

Enfin  lorsque  n  est  nul  ^  on  a  : 

Y  =  —-  i/p     et     y  = -i — 


2T^' 
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l'équation  proposée  représente  alors  deux  droites  parallèles 
au  diamètre  X'X.  Ces  deux  droites  sont  distinctes  si  p  est  po- 
sitif ;  elles  se  confondent  l'une  et  Tautre  avec  le  diamètre  lui- 
même,  si  p  est  nul;  enfin  elles  cessent  d'exister  et  de- 
viennent imaginaires  si  p  est  négatif. 

Remarque  /.  Pour  que  l'équation  proposée  représente 
effectivement  une  parabole,  il  faut  çt  il  suffit  que  Ton  ait: 

B»  — 4AC=:0      BD  — 2AE^0. 

Si  la  seconde  condition  n'est  pas  remplie,  l'équation  proposée 
représente  deux  droites  parallèles  qui  peuvent  se  réduire  à 
une  seule  ou  même  devenir  imaginaires.  Ce  système  de  deux 
droites  parallèles  est  une  variété  de  la  parabole. 

Remarque  IL  La  condition  B* — 4AC=0,.  relative  au  cas 
de  la  parabole^  exprime  que  le  trinôme  Ay'  +  ^^  +  Car*  est 
un  carré. 

103.  Examinons  maintenant  le  cas  de  A =0  qui  échappe 
à  la  discussion  précédente.  A  cause  de  B' — 4AC=:0,  il 
faut  que  l'on  ait  B  =  0  ;  Téquation  proposée  devient  alors  : 

Car*  +  Di/  +  E^  +  F  =  0. 

Si  D  n'est  pas  nul ,  on  en  tire  : 


C  /         E      .  F\ 


Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  —  =-  soit  posi- 
tif, et  nous  distinguerons  trois  cas  suivant  que  les  racines  du 

E        F 
trinôme  a?'  +  -  a;  +  ~  sont  réelles  et  inégales  ,  égales  ou 

imaginaires. 
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1°  Les  racines  du  trinôme  dont  il  s'agit  étant  réelles^  dési- 
gnons par  x'  la  plus  petite  et  par  x!'  la  plus  grande^  il  vient  : 

^  =  —  ^[x—x')[x—ccf'). 

On  voit  que  si  x  croît  de  — oo  k  x'j\j  décroît  de  +00  à 
zéro;  si  Fon  fait  croître  a?  de  a?'  à  x"^  y  part  de  zéro  pour 
retenir  à  zéro  et  il  est  négatif  dans  l'intervalle.  On  peut 
écrire: 

^t  l'on  voit  que  la  somme  des  facteurs  variables  x — x',  x" — x 
^st  constante  et  égale  à  a?" — x';  il  suit  de  là  que ,  x  variant  de 
^^'  kx"f  la  valeur  absolue  de  y  ira  d'abord  en  croissant  jus- 

x'  +  x" 
qu'à  un  certain  maximum  qui  aura  lieu  pour  x=  — ^ — ; 

6lle  décroîtra  ensuite  jusqu'à  zéro.  Enfin  si  l'on  i*.ontinue  de 

feire  croître  a?  de  ic"  à  +00,  y  redevient  positif  et  croît  lui- 

■Xfcéme  jusqu'à  l'infini.  Qn  obtient  ainsi  une  courbe  ayant  deux 

i^x^anches  infinies,  et  coupant  l'axe  des  x  en  deux  points 

(6^.  65]^  dont  les  abscisses  sont  j;'  et  x". 

E        F 
2*»  Si  les  racines  du  trinôme  a:'  +7;  ^  +  >,  sont  égales ,  en 

«désignant  par  x'  leur  valeur,  il  vient  : 

trouve,  comme  dans  le  cas  précédent ,  que  la  courbe  a 
mx  branches  infinies,  la  seule  différence  consiste  en  ce  que 
deux  points  où  la  courbe  coupe  l'axe  des  x  sont  réunis  en 
'^xi  seul;  ce  cas  est  indiqué  sur  la  figure  65. 


) 
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E  F 

3°  Si  le  trinôme  ^'  +  ^  a:+ -  a  ses  racines  imaginaires, 
la  valeur  de  y  a  la  forme 


y  =  --[(x-ar  +  e^]. 


On  voit  que  si  x  croît  de  — oo  à  a,  y  décroît  de  +ooà 

Q 

— —  6',  et  que  si  x  continue  de  croître  de  a  à  +qo,1( 

croît  lui-même  de  — —6*  à  +qo.  La  courbe  (fig.  65)  a 

encore  deux  branches  infinies^  mais  elle  ne  rencontre  pasFax€ 

des  X. 

Nous  avons  supposé  ^ 

dans    cette    discussion , 

C 
F  que  —  —est positif, Iln^ 

D 

aurait  qu'une  modifica 
tion  légère  à  faire  poa 


B 


fig.  65. 


le  cas  de  —  -  négatif 

—nous  n'insisterons  pas  dfl 
vantage. 

Remarque.  Si  D  est  nul 
Inéquation    ne   renferm 


plus  la  variable  y  ;  elle  représente  alors  deux  parallèles  à  Fax 
des  y,  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la  remarque. 


Exempleê  de  dincusnion  de  courbes  du  fécond  degré. 


104.  Nous  croyons  devoir  présenter  ici  quelques  exemple 
de  discussion  d'écpiations  numériques. 


DES  Squahons  dd  second  degrë  a  deux  variables,  m 
Suferul.  Soit  l'équation 

4y'— i2a^+17a;»  +  8y— 28ir— 20=0 

ï"  — 4AC  =  — 128;  le  lieu  appartient  donc  au  genre 
llipse.  On  tire,  de  l'équation  proposée, 


=  -»— »±:^/— 2(x'  — 2a;— 3); 


lesradnes  dutpinômea;*— ar— 3  8ont — 1  et+  3,  l'équa- 
tion rqirésente  dooc  une  ellipse  réelle  qui  a  pour  diamètre 
ladriHte 


A  coupe  ce  diamètre  aux  points  dont  les  abscisses  sont 
—  let  +3(fig.  66). 
Construisons  ce  dia- 
mètre ;  en  faisant  y=0 
dans  son  équation ,  on 

2 
trouve  iF  =  -  ;  et ,  en 

fidsànt  «=0,  on  trouve 

y=: — i.  Si,  donc,  on 

2 
prend01=-etOF=l, 

la  droite  IF  sera  le  dia- 
mètre demandé.  Pre- 
nons 0P=  1, 0^=  3, 
et  menons  PB,  PB' 
parallèles  à  l'axe  Oy; 
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les  points  B  et  B'^  où  ces  parallèles  rencontrent  le  diamètre, 
appartiennent  à  la  courbe.  L'ordonnée  comptée  à  partir  du 
diamètre  est  ici 


i  -|-  3 

si  Ton  fait  croître  a?  de  — là  — ou  i,  Y  croîtra  de- 

puis  zéro  jusqu'à  sa  valeur  maximum  qui  est  2\/2.  Prenons 
0K=:1  ;  menons ,  par  le  point  K,  ££'  parallèle  à  Taxe  des  y 
et  prenons  sur  cette  parallèle,  à  partir  du  point  où  elle  coupe 
le  diamètre,  les  longueurs  CE,  CE'  égales  à  2\/2;  la  courbe, 
dont  nous  nous  occupons,  aura  un  premier  arc  tel  que  EBE' 
qu'on  obtiendra  avec  une  exactitude  aussi  grande  que  l'on 
voudra,  en  construisant  un  nombre  de  points  suffisamment 

grand.  Si  l'on  fait  croître  a?  de  1  à  +  3,  Y  décroîtra  de  2v^2  à 
zéro,  ce  qui  donne  le  second  arc  de  courbe  EB'E'.  La  courbe 
est  comprise  dans  le  parallélogramme  VURQ.  Pour  avoir  les 
points  où  elle  coupe  les  axes,  il  suffit  défaire  y=0,  puis 
X  =0  dans  son  équation.  On  obtient  ainsi  : 

17a;2— 28a?— 20  =  0, 

qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  points  où  la  courbe  coupe 
l'axe  des  x'y  et 

^y'  +  8y— 20=0, 

qui  a  pour  racines  les  ordonnées  des  points  où  la  courbe 
coupe  l'axe  des  y. 

Exemple  IL  Soit  l'équation 

4y*— 4icy  +  2x'+8î/— 6ar  +  5=0; 
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Où  a  ici  B' — 4AC=: — 46,  et  on  tire^  de  l'équation  pro- 
posée, 

les  deux  racines  du  trinôme  x* — 2ar+i  sont  égales  à  1; 
réquation  proposée  ne  représente  donc  que  le  point  dont  les 
coordonnées  sont 

,  i 

x  =  i,    îf=— 2* 

Exemple  m.  Soit  Téquation 

y2_4a;y  +  5aî*_2y  +  4j?  +  2=0, 

on  a  B* — 4AC= — 4,  et  on  tire  : 

les  racines  du  polynôme  aî*  +  i  sont  imaginaires;  par  con- 
sécpient  l'équation  proposée  représente  une  ellipse  ima- 
ginaire. 

Exemple  IV.  Soit  Féquation 

j/' — 2^î/ — x*'\-x=Oy 

on  a  ici  B* — 4AC=  +  8;  le  lieu  appartient  donc  au  genre 
hyperbole.  On  tire  de  Féquation 


y 


=  x±  v2a?' — x; 


1 

les  Racines  du  polynôme  2a;* — x  sont  0  et  5;  l'équation  re- 


.Jtl: 
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présente  donc  effectivement  une  hyperbole  qui  coupe  le  di 
mètre 

y=x, 

1 

aux  points  dont  les  abscisses  sont  0  et  ^.  Le  diamètre  «i 

question  se  construit  aisément,  il  est  la  bissectrice  de  l'angle 

I 

yOa?  (fig.  67)  j  prenons  OA = ~  et  menons ,  par  le  point  A,  la 


flg.  67. 

droite  AB  parallèle  à  Oj/.  Si  Ton  fait  croître  a?  de  -  à  +qo, 

Y  croît  de  zéro  à  +  qo  et  la  courbe  a  une  branche  infinie  co^ 
respondante  EBE'. 

Si  maintenant  on  fait  décroître  a?  de  0  à  — co,  Y  croît  de 
zéro  à  +00,  et  la  courbe  a  une  deuxième  branche  infinie 
correspondante,  telle  que  DOD', 

Il  est  presque  superflu  de  dire  que  Y  est  imaginaire  pour 

1 
les  valeurs  de  a -comprises  entre  0  et  -. 
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EibmpubV.  Soit  l'équation 

y*—iocy—&x*—2y  +  i6x—3=0. 

On  a  B' — 4AG=  +  365  en  outre  on  tire,  de  l'équation  pro- 
posée. 

Les  racines  du  trinôme  9a:* — {^-{-A  sont  toutes  deux  égales 
à  ~,  et  l'équation  proposée  représente  deux  droites  qui  se 
coupent  en  un  point  situé  sur  le  diamètre 

y  =  ^x  +  i, 

2  7 

et  dont  les  coordonnées  sont  ic=-,    y=^-  Les  équations 

de  ces  deux  droites  sont 

y  =  5aî— 4, 

y=z—x  +  3. 

ExEBiPLB  VI.  Soit  réquation 

j^«_6/n/  +  8j?*  +  4t/— 12a?  +  3=0L 
^  tx  a  B* — 4AC =  +  4  ;  l'équation  proposée  donne  : 

Xes  racines  du  polynôme  a?'-f  1  sont  imaginaires  et  Téqua- 
^îon  proposée  représente  une  hyperbole  qui  ne  rencontre  pas 
^^  diamètre 

y=3j?— 2^ 
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soit  X'X  ce  diamètre  (fig.  68)  ;  l'ordonnée  Y  a,  id,  pour  va- 
leur, 

Si  Ton  fait  croître  xde  —<^  k  0,Y  décroît  depuis  co  jus- 
qu'à i  ;  on  obtient  ainsi  deux  branches  infinies  telles  que  G'I 


fig.  68. 

et  HTC.  Si  Ton  continue  à  faire  croître  x  de  zéro  à  +o^? 
Y  croît  depuis  1  jusqu'à  Tinfini  et  l'on  obtient  deux  autres 
branches  infinies  telles  que  IG  et  KH. 

Le  centre  de  la  courbe  est  le  point  D  où  le  diamètre  ren- 
contre l'axe  des  y. 

Exemple  YII.  Soit  Téquation 

xy  —  x^  —  y  — 1=0 

Cette  équation,  ne  renfermant  pas  de  terme  en  y*  et  contenant 
le  rectangle  rry,  représente  une  hyperbole.  On  en  tire: 

x^  +  \  2 

y  =  — 4"=^  +  *H 7- 

a?— 1  x—i 
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Soit  X'X  (fig.  69)  la  droite  qui  a  pour  éqoatioB: 
et  qui^  comme  nous  l'avons  vu  (n»  101)^  est  une  asymptote 


de  l'hyperbole;  l'ordonnée  Y^  comptée  à  partir  de  cette 
Mymptote,  a  pour  valeur  : 

2 


Y= 


\ 


X  —  1* 


Si  l'on  fait  crottre  o?  de  — co  à  i,  Y  est  constamment  né- 
gatif et  décroît  de  zéro  à  — oo;  on  a  ainsi  un  arc  de  courbe 
correspondant  tel  que  6'G,  composé  de  deux  branches  infinies 
qui  (Hit  pour  asymptotes  l'une  X'X,  l'autre  la  droite  YT  menée 
parallèlement  à  Taxe  des  y^  par  le  point  de  l'axe  des  x  dont 
l'abscisse  est  1.  En  continuant  à  faire  croître  j?  de  i  à  -f-oo, 
Y  devient  positif  et  décroît  de  -f-oo  à  zéro;  on  trouve  ainsi 

9 


un  second  ^c  ^)  qu^  ^'I|  qui  a  les  (n^mes  asfmptotos  qu( 
le  premier. 

Exemple  YIII.  Soit  TéquatioD 

y'  —  2xy  +  a?*  +  a?= p. 

On  a  ici  B*  —  4tAG  =  0;  le  lieu  appartient  donc  au  genri 
Parabole i  on  en  tire: 


y=x±^ — X. 


Le  diamètre , 


y  =  x, 


est  la  bissectrice  X'X  (fig.  70),  de  Tangle  j/Oa?  et  Tordon- 
née  Y  y  comptée  à  partir  de  ce  diamètre ,  a  pour  valeur  : 


Y=s/—x. 

Si  Ton  fait  croître  a?  de  —  oo  à  zéro,  la  valeur  de  Y  décroît 

de  oo  à  zéro;  on  ob- 
tient ainsi  la  courbe 
COG,  qui  est  située 
toute  ^tîère  d&  même 
^  côté  de  Taxe  des  y 
que  les  abscisses  né- 
gatives. Effectivement 
Tordonnée  Y  est  ima- 
ginaire pour  les  valeurs 
positives  de  x. 

.  70.  *^ 


fUMFufX.  Soit  l'équation  : 


y*  —  ixy  +  ^^  +  *î/ —  ^^+ 1  =0. 
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On  a  B» — 4AG  =  0 ,  et  Péquation  donne  : 

y  =  a:— 2itv/3; 

ce  qui  montre  qu'elle  représente  (leux  droites,  parallèles  au 
diamètre  y  =  x — 2  et  équidistantes  de  ce  diamètre. 
Bssnru  X.  Soit  l'équation  : 

On  a  B* — 4AC=0  et  Téquaiion  jproposée  donne: 


ou 


»  =  -[«•— 6a?  +  4], 


y==3(«— 1)(^— ^). 


On  f  oit  que  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  aux  points  B 


et  C  (fig.  7i),  qui  ont 
pour  abscisses  i  et  4. 
Si  Ton  fait  croître  x 
de — Qo  à  +1>  y  dé- 
croît de  +  oo  à  zéro  ; 
on  a  ainsi  Tare  D'EB. 
Si  X  croît  de  i  à  4 ,  y 
devient  négatif;  il  dé- 
croit  d'abord    depuis 


flgf  Ti. 


zéro  jusqu'à  son  minimum  —  -,  minimum  qui  correspond  à 

4  ,  .• 

5 

ar=^;  il  Gfott  ensuite  depuis  ce  minimum  jusqu'à  zéro;  on 

obtient  aipsi  un  arc  tel  que  BRC  ;  enfin  si  Ton  continue  à  faire 
croître  X  de.A  h-^-cOf  y  croît  de  zéro  à  +  oo,  et  on  obtient 
l'arc  indéfini  CD. 
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DU  CSirTRB^  DBS  DIAMETRES  ST  DES  AXES  DANS   LES  COURBES 

DU  SECOND  DEGRli. 

Du  cetUre. 

105.  On  nomme  centre  d'une  courbe  (n?*  7  et  96)  un  point 
qui  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  perdes  qui  y 
passent. 

THioRÈME.  Si  un  centre  d'une  courbe  est  pris  pour  origine 
des  coordonnées  rectilignes,  V équation  de. cette  courbe  ne 
change  pas ,  quand  on  y  remplace  x  par  — x  et  y  par  — y. 
Réciproquement^  ^t  Véquation  d^une  courbe  ne  change  pas 
quand  on  remplace  x  par  — xet  y  par  — y,  V origine  des 
coordonnées  est  un  centre  de  la  courbe. 
i""  Supposons  que  l'origine  0  (fig.  72]  soit  un  centre  d'une 

courbe;  joignons  un  point 
quelconque  M  de  cette  cour- 
be au  centre  0,  et  prolon- 
geons OM  d'une  quantité 
— «OM'=OM;  le  point  M'  sera 
aussi  un  point  de  la  courbe. 
De  plus,  si  l'on  mène  les 
ordonnées  MP,  M'P' ,  il  est 
^8*  '^-  évident  que  les  triangles  MO? 

et  M'OP*  seront  égaux;  d'où  il  suit  que  les  coordonnées 
du  point  M'  sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  du 
point  M.  On  voit  par  là  que^  si  Téquation  de  la  courbe  admet 
une  solution  telle  que  a;=:a,.yz=6^  elle  admettra  aussi  la 
solution  x= — a,  y= — 6;  en  d'autre^  termes,  cette  équation 
et  celle  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  a;  et  y  en  — x 
et  —  y,  admettront  les  mêmes  solutions  ;  ce  qui  démontre  la 
première  partie  du  théorème  énoncé. 
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2^  Supposons  que  l'équation  d'une  courbe  ne  soit  pas  alté- 
rée par  le  changement  de  a;  en  — x  et  de  y  en  — y.  Si  cette 
équation  admet  la  solution  a?  =1^  a,  y  =  6^  elle  admettra  aussi, 
par  hypothèse,  la  solution  a;= — a,  y  =c — 6.  Soient  H  et  M' 
(fig.  73]  les  deux  points  qui  ont  respectivement  pour  coor- 
lonnées  a  et  6,  — a  et  — 6;  menons  MP  et  MT'  parallèles 
à  Oy,  tirons  OM  et  OM';  il  est  aisé  de  voir  que  les  triangles 
MOP  et  M'OF  sont  égaux,  d'où  Ton  conclut  que  OM=OM'  et 
lue  JtfOM'  est  une  ligne  droite  ;  ce  qui  démontre  la  deuxième 
partie  du  théorème  énoncé. 

Remarque.  Si,  en  particulier,  un  centre  d'une  courbe  algér 
hiqueesi  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les  degrés  des 
lermes  que  renferme  l'équation  de  cette  courbe  sont  tous 
Miirs  ou  tous  impairs;  et  réciproquement.  Ceci  suppose,  bien 
entendu,  que  l'équation  soit  préparée  de  manière  que  l'un  de 
ses  membres  soit  nul  et  que  l'autre  membre  soit  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  des  coordonnées. 

106.  D'après  le  théorème  qu'on  vient  d'établir,  il  sufiira, 
pour  trouver  le  centre  ou  les  centres  d'une  courbe,  de  trans- 
porter les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  manière  que 
l'origine  prenne  une  position  indéterminée  ;  puis  de  disposer 
les  coordonnées  de  cette  origine  de  manière  à  satisfaire,  s'il 
âst  possible,  à  la  condition  que  nous  avons  reconnue  être 
oécessaire  et  suffisante. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  l'application  de  cette 
théorie  aux  courbes  du  second  degré.  Soit 

(1)  Aî/»  +  Ba?y  +  (ic«  +  Dy  +  Ea?+P=0, 

l'équation  d'une  courbe  du  second  degré.  En  transportant 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  de  manière  que  Tori- 
gine  soit  en  un  point  indéterminé  (a/,  yf)j  l'équation  de  la 
oourbe  devient  : 


1S4  CÉOMlÎTRtÉ  ANALYTIQUE  A  DÊdC  btMémi<)lll!i; 

Ày^Bai/+ilr»+(2Ày'+Bx'4-fl)y-|-(By-|-2C«'+E]x-|- 
At/''  4-  Rry + CLr"  +  by' + Eic'  4-  F  =  b. 

* 

iPëtii*  qde  la  nouvelle  origine  soit  tm  èi^trb  éè  Ml  Mttrtoi 
il  ftul  et  il  suffit  (11*  105)  que  Ton  ait  : 

2Ay4-  Rr'+D=0, 
By'+2Ga:'+E=à; 

Tes  coordonnées  dh  centré  sont  dtthc  donnée^  ^itt  lik  tS^*^ 
tions 

.  2Ay+  B^  +  »=tt^ 

^^  By4-!iCir  +  E==:0. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  (2)  sont  les  déri-' 
vées  du  premier  menlbré  de  l'équation  (1).  l^rises  resp^'*' 
vemeht  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  rr.  On  en  tire  : 

2AE;— BP      ^,      ,       2CD  — BE 
^==B^r^AG      '*      *=Br=:ÏAC- 

Dans  le  cas  de  Peliîpsé  d  dans  feelilî  dé  rfiVJ^feriïôlé,  1* 
quantité  B*— 4AC  est  différéilte  de  ièrô;  par  côhs'èiiùfent 
ces  courbes  ont  un  centre  ùnîqtié. 

toans  le  cas  de  là  parabole ,  B' — AÂG  est  nhl  et  îés  équa- 
tions (2)  sont  incompatibles  ;  d'où  il  siiît  4'ûë  la  co'iitbé  h^iâ 
pas  décentré.  À  là  vérité  les  valeurs  précédente^,  dé  x  et 

de  y  se  présentent  sous  la  forme  -,  si  Ton  a  en  outre 

2AE— BD  =  0  et  2CD— BE  =  0;  mais  alors  l'équation  (1) 
représente  deux  droites  {Parallèles ,  et  la  figure  qu'elles  for- 
nient  admet  évidemipt^nt  une  infinité  de  centres  y  didnt  le  lieu 
est  la  ligné  idroite  Représentée  par  l'une  ou  Tautra  des  équa-* 
tions  (2)f 
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Des  diamètres. 


On  nomme  diamètre  d'une  courbe  [vC  93)  une  ligne 
ui  divise  en  deut  parties  ëgâleis  toutes  les  cdHÏes 
!S  à  une  même  droite. 

allons  démontrer  que^  dans  une  courbe  du  second 
1  existe  un  diam'ètre  pour  chaque  systèmb  de  cordëë 
»;  nous  donnerons  en  même  temps  le  inoyen  de 
son  équation.  Soient 


r  abrégei". 


A^;»)  =  0, 


m  d'une  courbe  du  second  degrés  et 

m  d^une  droite,  menée  par  l'origine ,  parallèlement 

aux  cordes  que  nous 
^V'  voulons  considérer. 

Soient  NN'  (  fig,  73) 
l'une  de  ces  cordes , 
^  X*  et  y'  les  coordon* 
nées  de  son  milieu  M. 
Si  Ton  itnagine  que 
les  axes  soient  trans- 
portés parallèlement 
à   eux  .-mêmes   au 

^»  ''•  pointM,  réquation 

onrbe  deviendra: 


A*+^,sf+îr)=^^. 


I  sa  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUB  ▲  MQX  filMENSlONS. 

et  celle  de  la  droite  NN'  sera  évidemment 

(3)  y=mx. 

n  suit  de  là  que  TéqoatioQ  du  second  degré  en  x , 

(4)  f{x+af,mx+j^)^0, 

qu'on  obtient  en  éliminant  y  entre  (2)  et  (3),  aura  pour  ra- 
cines les  abscisses  des  deux  points  N  et  N'  ;  mais^  comme 
ces  abscisses  sont  égales  et  de  signes  contraires,  l'équa- 
tion (4f)  ne  doit  pas  renfermer  la  première  puissance  dex. 
Ëgidant  donc  à  zéro  le  coefficient  du  terme  du  premier  degré 
dans  réquation  (4),  on  obtiendra  unç  équation  entre  x\^ 
et  m,  qui  représentera  le  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  la  droite  y=:iiij?;'on  trouve,  en  fusant  le  calculf 
que  cette  équation  est 

(2Ain  +  B)y'  +  (Bm  +  2C)a:'  +  Dm  +  E=:0, 

ou,  en  supprimant  les  accents, 

(2Am+B)y  +  (Bm  +  2C)j?  +  Dm  +  E:;=0; 

cette  équation  est  du  premier  degré,  elle  représente  donc  une 
droite ,  conune  on  Pavait  annoncé. 

108.  L'équation  précédente  peut  être  mise  sous  la  forme 
suivante: 

(2Ay  +  ftr+D)m  +  By  +  2(l»+'E=0; 

on  voit  que  la  partie  multipliée  par  m  est  la  dérivée  par  Rap- 
port à  y  du  premier  membre  de  l'équation  proposée,  tandis 
que  la  partie  indépendante  de  nr  est  la  djérivée  par  rapport 
kxde  ce  même  premier  mem1)re.  Si  donc  on  désigne  par  T 
la  première  des  dérivées  dont  il  vient  d'être  question ,  par  X 
la  seconde,  l'équation  du  diamètre,  correspondant  aux  cordes 
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qui  ont  m  pour  coefficient  angulaire,  sera 

mY+X  =  0. 

Les  diamètres,  qui  correspondent  aux  cordes  parallèles  à 
l'axe  des  x  et  aux  cordes  parallèles  à  l'axe  des  y,  s'obtiennent 
eu fidsant  m=0  et  fn=oo  dans  Téquation  générale, 

.  mY  +  X=0     ou     Y  +  -X  =  0. 


i 


m 

Oviient  ainsi:' 

X=0      et     Y=0. 

Ces  deu!x  dernières  équations  sont  précisément  celles  qui  dé- 
tenninent  les  coordonnées  du  centre  (n*"  106)  ;  lorsqu'elles 
sont  satisfaites^  l'équation  générale  des  diamètres  est  égale- 
ii^ent  satisfaite  quel  que  soit  m.  Il  s'ensuit  qUe,  dans  l'ellipse 
6tdans  l'hyperbole,  tous  les  diamètres  passent  par  le  centre. 
Réciproquement,  toute  droite,  menée  par  le  centre  d'une 
ellipse  ou  d'iuie  hyperbole,  est  un  diamètre  de  cette  courbe  ; 
en  effet  une  telle  droite  (n®  87]  a  une  équation  de  la  forme  : 

mY  +  X==0, 

et,  par  conséquent,  elle  n'est  autre  que  le  diamètre  qui  par- 
tage en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  la  droite 

y  =  mx. 

Dans  le  cas  de  la  parabole v  on  a  B* — 4AC = 0  et  les  deux 
diamètres  .particuliers 

X=0,       Y  =  0, 

^ntpandlèles.  On  en  déduit  aisément  que,  dans  la  parabole, 
^us  les  diamètres  sont  parallèles,  et  que  toute  droite  parai* 
lèle  à  un  diamètre  ^  elle*-inème  un  diamètre^ 
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Des  diaiàiWès  conjugués, 

109.  Deux  diamètres  sont  dits  conjugués ^  lorsque  chacun 
d'eux  diviseeqdeuxpartieségaleslescordes  parallèles  àl'auti'e. 

La  parabole  ne  peut  avoir  dé  diamètres  conjugués,  puisqud 
tous  les  diamètres  de  cette  courbe  sont  parallèles.  Au  con- 
traire ,  à  chaque  diamètre  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  cor- 
respond un  diamètre  conjugué.  En  ^et ,  soient  ' 

y=mx-{-n,        y=m'X'\-n'  y 

les  équations  de  deux  diamètres.  La  condition ,  pour  que  le 
second  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  au  pre- 
mier^ est  (n°  107) 

fn'  =  —  ^^à:^    ou    2Àmm'  +  B(m  +  m')  +  aC=0. 

Cette  équation  est  symétrique  par  rapp<H*t  à  m  et  m';  elto 
exprime  donc  aussi  la  condition  pour  que  1^  premier  dit* 
mètre  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  au 
second.  Donc  la  condition  pour  que  les  deux  diamètres  soient 
conjugués  est 

2Amm' + B(m  +  m')  +  2C = 0, 

Des  axes. 

HO.  On  nomme  aa?e  d'une  courbe  (n°  4)  un  diamètre  qui  est 
perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales. 

n  est  aisé  dé  trouver  les  axes  des  courbes  eu  second  d^ 
gré.  Soit  la  coiu*be  : 

rapportée  à  deu^  aitës  disant  entre  eux  Tmiglé  6.  Désî^[il(HH 
par  m' le  coefflctent  d'indînaidéB  d'to  axe>  fwr  'm  cehii  flé 
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cordes;  on  aura: 

2Amm'+B(m  +  m')+2G=0,  : 

mnti  +  (m  +  ^0  cos  6  -f  1 = 0  ; 

tire  dé  ces  équations  les  valeurs   suivantes   de  mm 
-t  de  m-^m',    ' 

,      ,      ^      A-C  ,       âCcose— B 

'  B— îAcose'  B— 2Acos« 

'H  et  m' sont  donc  les  racines  de  l'équation 

^,      ^      A— C      '       aCcDse— B_ 
^  B— 2Ab6s6^"^B— 2ACDS6"" 

m 

\ 

Dans  l'dlipse  et  dans  l'hyperbole,  chaque  diamètre  a  son 
Conjugué;  alors  les  racines  de  l'équation  en  ç  sont  les  coeflS- 
cients  de  deux  axes  perpendiculah*es  entre  eux  ;  ce  sont  les 
Seuls  que  possède  îa  courbe.  Si,  au  contraire,  l'équation  pro- 
posée appartient  à  une  parabole,  l'équation  en  C  a  pour  \ 
l'une  de  ses  racines  le  coefficient  d'inclinaison  de  l'axe  unique  ; 

ce  coeflScient  a  pour  valeur — —  ou  — —\  puisque  tous  les 

diamètres  sont  parallèles.  L'autre  racine  dé  l'équation  en  X^ 
est  le  coefficient  d'inclinaison  des  cordes  que  l'axe  divise  eii 
deux  parties  égales. 

Remarque.  L'une  des  racines  de  l'équation  en  Ç  est  infinie 
si  Ton  a  B=2A  cbs6j  dans  ce  cas  l'un  des  axes  de  la  courbe 
est  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonné^.  Mais  si  l'on  a  en  même 
temps  B=:2Acos6  et  A=G,  Téquation  en  C  est  satisfaite  iden- 
tiquement, d^dù  il  suit  que  Iput  diamètre  est  iih  aie.  Cette  con- 
clusion est  conforme  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut;  car^  dans  le 
cas  dont  il  s'agit,  la  courbe  est  un  cercle  (n»  86). 

On  nomme  sommets  d'ûhë  côdrbe  (b9  6),  les  points  où 
cette  courbe  est  rencontrée  par  ises  axes. 


i 
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RÉDUCTION    DE    l'ÉQUàTION    DU   SECOND   DEGRE   k  Là'  FORME  U  PLUS 
BIHPLE  PAR  LE  CHANGEMENT  DBS  COORDONNEES. 

111.  Évanouissement  des  termes  du  premier  degré.  Soit 
Ay«+Ba:y  +  (lr*  +  Dy  +  Ea:+F=0, 

réquation  d'une  courbe  du  second  degré  rapportée  à  deux 
axes  rectilignes  quelconques.  Si  B* — 4tAG  n'est  pas  nul,  au- 
quel cas  réquation  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 
on  peut  faire  disparaître  de  l'équation  les  termes -du  premier 
degré  en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  an 
centre  de  la  courbe.  Faisant  donc  cette  opération  et  dési- 
gnant par  ^  et  y'  les  coordonnées  du  centre,  réquation  de 
la  courbe  devient  : 

Ay» +Rry +Ca;» +F'=;0, 
où  l'oQ  fait,  pour  abréger, 

Cette  valeur  de  F'  peut  être  simplifiée  :  on  a  eflfectivemeiit 
(nM06): 

2Ay'  +  Ba:'+D=0, 
Bî/'  +  2(lr'+E=:0; 

ajoutant  ces  équations^  après  les  avoir  multipliées  par  y'  et 
par  a/  respectivement,  il  vient  : 

ce  qiii  réduit  la  valeur  de  F'  à  ' 

F  =  '-^ h  F. 
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i  réquation  proposée  représente  une  parabole ,  la  traosfor-> 
lation  précédente  ne  peut  évidenunent  être  appliquée. 

112.  Évanouissement  du  rectangle.  Soit 

(1)  Ay«+Ba?y  +  CLr»+Dy  +  Ea?+F=0, 

kiuation  d'une  courbe  du  second  degré.  Si  Tes  axes  ne  sont 
is  rectangulaires ,  on  commencera  par  rapporter  la  courbe 

deux  nouveaux  axes  rectangulaires  quelconques;  par 
cemple  on  pourra  conserver  Taxe  des  x  et  changer  seule- 
lent  Faxe  des  y.,  ou  inversement.  Nous  admettrons  que 
^  transformation  préalable  a  été  exécutée,  et  que  l'équa- 
on  proposée  est  relative  à  deux  axes  rectangulaires. 

Cela  posé^  rapportons  la  courbe  à  de  nouveaux  axes  rec^- 
mgulaires  ayant  la  même  origine  que  les  premiers  :  les  for- 
lules  de  transformation  à  employer  sont 

aj=a?4Cos« — ViSina, 
y=a?iSjna+yjCOsa, 

b  j  réquation  de  la  courbe  devient  : 

(2)  AV,«+B'ar^,+GV+D'yi+E'^i+F=0, 

I  Élisant  ^  pour  abréger, 

A'=Acôs*a — Bsinacosa+Csin^a, 
B'= 2(A — C)  sin  acos  a  +  B(cos*  a — sin*  a), 

(3)  {  C'=Asin'a+Bsinacosoc+Ccos*a, 
D'=Dcosa — Esina, 
E'=Dsina-|-Ecosa. 

n  voit 9  d'après  cela,  que  réquation  (2)  ne  contiendra  pas 


I 
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Id  fipctj^pgle  des  vambles,  si  Ton  dispos^  de  rindétaqppée  a 
pour  feir^ 

B'=Oi 

cette  équation  revient  à 

(A— C)sin2a+Bcos2a=0, 
et  Ton  ^  tire  : 

* 

(à)  langi«=:^^^. 

Désignons  par  2a'  Pangle  compris  entre  0*  et  i8(H  dofll  1* 

g 

tangente  est    ^  ;  les  valeurs  de  a  qui  sàtisfe^nt  à  Vé(p^'' 

tion  (4)  seront  données  par  la  formule 

où  h  désigne  un  entier.  En  faisant  k=0^  on  a  a=a',  ce  qui 
donne  un  certain  système  d'axes,  pour  lesquels  réquation  de 
la  courbe  est  dépourvue  de  rectangle  ;  or  je  dis  que  ce  sys- 
tème est  unique.  En  effets  il  est  clair  que  les  systèmes  d'axes, 
qui  correspondent  à  fc  =  i,fc=2,  etc.,  ne  sont  autre  chose 
que  le  système  correspondant  à  k=0,  et  que  Ton  ferait  tou^ 
ner  autour  de  l'origine  jusqu'à  ce  que  chacun  des  axes  eût 
décrit  90°,  180°,  etc.  Dans  ce  mouvement  de  rotation  les  axes 
s'échangent  les  uns  dans  les  autres,  mais  il  n'y  a  aucun 
changement  dans  leur  système. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  une  origine  donnée,  il  existe  un 
système  unique  d'axes  rectangulaires  pour  lesquels  l'équa- 
tion* d'une  courbe  du  second  degré  est  dépourvue  du  rec- 
tangle des  variables.  A  faut  remarquer  toutefois  que  cette 
conclusion  est  en  défaut  dans  le  cas  du  cercle.  On  a  effec- 
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tiyeai^t  alors  B=0  et  Â=C  (n»  86);  l^équatipn  (4)  de- 

Tient  tang 2a =-  cft  elle  est  satisfaite^  quel  que  soit  a.  On 

sait  en  effet  que  l'équatiqn  fie  la  circonférence,  rapporté^  à 
deux  axes  rectangulaires  quelconques^  ne  renferme  pas  le 
rectangle  des  variables. 
De  réquation  (4),  on  tire  : 

— B  ç,  A— C 

SUl2a  =  -— :=i==,       CQs2«:=.--7  —  ; 

y/B«+(A— C)«  V3«+(A— C)* 

le  signe,  evëc  lequel  il  fkut  prendre  le  raclical^  étant  déterminé 
quand  on  a  fixé  celle  des  valeurs  de  ex  que  l'on  choisit.  Cela 
posé,  en  combinant  la  première  et  la  troisième  équation  [3) 
par  voie  d'addition  et  de  soustraction,  il  vient: 

A'+C'=A  +  C 

4'— C'={A— Ç)pos2a— Bsin2a=  v/(A— q)'+B*  ; 

d^où  il  suit  que  A'  et  C  sont  les  valeurs  de  Texpression 

Il  est  utile  de  connaître  ce  résultat  ;  on  formerait  aisément 
les  valeurs  des  co^Bcients  D' et  E',  mais,  comme  les  formules 
qui  les  expriment  ne  sont  d'aucune  utilité^  nous  n'entrerons 
pas  dans  ce  détail. 

113.  RédtiçtiQP!  de  Véqu€tti(m  ff^  9p^Qnfi  degré  dans  h  cas 
de  Vel}ipH  et  dam  celui  de  Vhyperbole.  La  courbe  étant  rap- 
pçiritée  à  deux  axes  rectangulaires,  on  fera  disparaître  de  son 
équation  les  termes  du  premier  degré,  en  transportant  les 
axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  centre  de  la  courbe. 
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On  fera  disparaître  ensuite  le  rectangle  des  variables  en  dm- 

•  •  •         ■ 

géant  la  direction  des  axes,  n  est  clair  que  la  seconde  trans- 
formation ne  rétablira  pas  de  termes  du  premier  degré ,  et 
l'équation  de  la  courbe  aura  définitivement  la  forme  : 

Les  axes  coordonnés  sont  évidemment  les  axes  de  la  courbe. 

114.  Réduction  de  P équation  de  la  parabdle.  La  èourbe 
étant  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires,  si  Ton  fait  dispa- 
raître le  rectangle  des  variables,  le  carré  de  Tune  des  variables 
disparaîtra  en  même  temps,  puisque  la  quantité  B* — 4AC 
est  toujours  nulle.  Si  c'est ,  par  exemple,  le  carré  de  x  que 
Ton  fait  disparaître,  l'éqùâtionprendra  la  forme  : 

Ay-fD'y+E'a?+F=0. 

On  pourra  ensuite  faire  disparaître  le  terme  eny  et  le  terme 
indépendant ,  en  transportant  le&  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  en  un  point  {x*j  y%  tel  que  l'on  ait  : 

Ay*+Dy-fEV+F=0, 

et  l'équation  de  la  courbe  aura  définitivement  la  forin^: 

Uy^  +  ?x=0. 

L'axe  des  jx  est  évidemment  Taxe  de  la  parabole. 

115.  On  peut  comprendre,  dans  une  même  équation  à 
trois  termes,  toutes  les  courbes  du  second  degré.  Effective- 
ment l'équation 

M2/*+N:r«=:H, 
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qui  comprend  Tellipsé  et  l'hyperbole  pjrend  la  forme  : 

si  l'on  transporte  l'axe  des  y  parallèlement  à  lui-même ,  de 
manière  que  la  nouvelle  origine  soit  à  l'un  des  points  où  Taxe 
des  <c  rencontre  la  courbe.  D'ailleurs  l'équation  précédente 
donne  la  parabole ,  si  l'on  y  fait  N  =:0. 

inuBKCicfis. 

Qt^estians  à  résoudre. 

I.  La  discussion  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  rapportée  à 
deux  axes  quelconques  (n~  96  et  98)^  met  en  évidence  l'exis- 
tence de  deux  diamètres  conjugués ,  dont  l'un  est  parallèle 
àl^axe  des  y.  On  demande  de  trouver  l'équation  de  la  courbe, 
en' prenant  pour  axes  les  deux  diamètres  conjugués  dont  il 
s'agit.  (L'ordonnée  Y  étant  immédiatement  donnée  en  a?,  U 
sufSra  d'exprimer' j?  en  fonction  de  X.  On  peut  se  dispenser 
ainsi  de  recourb  aux  formules  générales  dala  transformation 
deis  coordonnées.) 

n.  La  discussion  de  l'hyperbole,  représentée  par  une 
équation  privée  du  terme  en  y*  (n*  101  ),  met  en  évidence 
l'existence  de  deux  asymptotes.  On  demande  de  trouver  l'é* 
quation  de  la  courbe  en  prenant  les  asymptotes  pour  axes  des 
coordonnées. 

m.  Étant  djonnée  une  courbe  du  second  degré,  on  mëne^ 
par  un  point  P,  deux  sécantes  qui  coupent  la  courbe,  la  pre- 
mière aux  points  A  et  A',  la  seconde  aux  points  B  et  B'  ;  on 
mène  également,  par  un  autre  pointp,  deux  sécantes  parallèles 
aux  premières  et  qui  coupent  la  courbe  aux  points  a  et  a', 
h  et  V  respectivement.  On  demande  de  prouver  que  Ton  a 

PAxPAI  _ poxpo^ 
PBxPB''~p6xp6'' 

10 
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On  3'appuiera  àur  oe  &it  que  :  dans  Véquatiba  d'usé  oo 
du  second  degrés  les  teripes  en  y*  eu  xy  et  en  x*  ne  dian 
pas,  quand  on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mé 

IV.  Étant  donnés  un  triaûgle  ÂBC  et  un  point  P^  on  m 
par  le  point  P-,  une  sécante  qui  coupe  les  côtés  AC  e 
aux  points  A'  et  B'  respectivement;  enfin ^  on  joint  AB'e 
qui  se  coupent  en  M.  Gela  posé ,  on  demande  l'équatio 
lieu  décrit  par  le  point  M  qu^d  la  sécante  PA'B'  prend  U 
les  positions  possibles  autour  du  point  P.  On  fera  voir  q 
lieu  demandé  peut  être  l'une  quelconque  des  trois  coi 
du  seocmd  degré  ou  de  leurs  variétés.  On  déterminera  k 
sition  que  doit  avoir  le  point  P,  pour  que  le  lieu  dem 
soit  une  ligne  droite  ou  une  circonférence  ou  une  pàral 

y.  Trouver  le  lieu  décrit  par  Tun  des  sommets  d'un  t 
gledonné,  lorsque  les  deux  autres  sonunets  ^  meuvent 
pedivement  sur  deux  droites  données.  Dans  quel  cas  le 
doaaandé  se  réduit-il  à  une  ligne  droite? 
'  Vi.  Démontrer  que^  si  trois  courbes  du  second  degr^ 
une  corde  commune  AB ,  et  qu'elles  se  coupent  deux  à  < 
«d  deux  autpas  points  Cet  D^  B  et  F,  G  et  H,  les  trois  ce 
CD,  £P  et  GH  concourent  en  un  même  point.  (On  pre 
la  corde  commune  AB  pour  axe  des  Xy  et  on  écrira  leà  é 
tkms  des  trois  courbes  de  maiiière  que,  dans  chacune  d'e 
le  coefficient  de  x^  soit  l'unité.  En  combinant  ces  équt 
par  voie  de  soustraction^  on  obtiendra  tes  équations  des  ce 
Ca),  BF,OH.) 
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CHAPITRE  V. 


DES  TANGENTES  ET  DES  ASTHFTOTE& 


US  ODItfWClUIT  d'IUCXIHAISOII,  tfOK  l'aXB  DIS  AlSCIiflt^  H  LA  tAN- 

ism ti  A  vtm  QoimBB  ist  iSgai  a  la  Diiinnfai  db  l'cmidobbéb  far 

lUPPORT  A  L'AB8GI88Bé 


liC  On  pomme  généralemeift  tangente  en  un  point  M 

d'une  courbe  (flg.  74) 
la  limite  MT  des 
positions  successives 
que  prend  une  sé- 
castiey  passant  par  le 
point  M  et  par  un 
second  point  M'  de 
la  courbe  7  lorsque  ce 
second  point  se  rap- 
fig.  74.  proche   indéfiniment 

du  {N^emier  en  demeurant  constamment  sur  la  courbe. 

Le  points  où  une  droite  est  tangente  à  uneoourbe^  se  nomme 
point  de  contact  ou  simplement  contact. 

La  perpendicul^e^  menée  à  la  tangente  d'une  ooturbe  par 

le  point  de  oontiuît^  est  dite  normale  à  la  eoatbe  en  ee  point. 

117.  Une  courbe  étant  rajpporlée  à  deux  axe»  de  ooordon- 
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nées  rectilignes,  soient  a;  et  y  les  coordonnées  d'un  point  H 
de  cette  courbe;  Tordonnée  y  est  une  fonction  de  Tabscisse 
déterminée  par  l'équation  de  la  courbe.  Soient  a; + A  et  y-j-i 
les  coordonnées  d'un  second  point  M' de  la  courbe;  le  coeflS- 

dent  d'inclinaison  de  la  sécante  MM'est  y  ( ^"^  77)^  par  con- 

séquent^  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  en  M  est 

égal  à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  t-^  quand  A  tend 

vers  zéro;  cette  limite^  que  nous  désignerons  par  j^^  est^ 
conmie  on  l'a  vu  dans  l'algèbre^  la  dérivée  de  la  fonction  y. 

Si  réquation  de  la  courbe  est  résolue  par  rapport  à  y,  ou 
si  cette  résolution  peut  se  faire ,  on  pourra  trouver  la  dérivée 
yf  par  les  règles  qui  ont  été  exposées  dans  l'algèbre  ^  et  le 
problème  des  tangentes  sera  résolu.  Mais^  si  l'équation  de 
la  courbe  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des 
variables  qu'elle  renferme^  les  règles  qui  ont  été  exposées  ne 
suffisent  plus  pour  avoir  la  valeur  de  y'.  Nous  allons  exposer 
une  méthode  générale  pour  remplir  cet  objet. 

118.  La  dérivée  f'(x)  d*une  fonction  f(x)  de  x  est,  par  dé- 
finition^ la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  '^    '   ^'^  ' 

h 

quand  h  tend  vers  zéro.  Si  donc  on  fait  : 
ou 

f{x^h)-f{x)^hnx)+ht, 

la  quantité  t  s'annulera  en  même  temps  que  h. 

Il  faut  remarquer  que  la  fonction  f[x)  peut  renfermer  dans 
son  expression  des  quantités  variables  différentes  de  x  et  en 
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nombre  quelconque.  En  considérant  les  quantités  dont  nous 
parlons  comme  des  constantes,  la  précédente  équation*conti^ 
nuera  évidemment  d'avoir  lieu^ 

Cela  posé,  soit  y  une  fonction  de  Xy  déterminée  par 
une  équation  de  forme  quelconque , 

(1)  F(^,y)=o, 

et  proposons-nous  de  trouver  la  dérivée  %f  de  y.  Donnons  à  x 
un  accroissement  h  et  désignons  par  h  l'accroissement  cor- 
respondant de  y,  on  aura  : 

en  retranchant  les  équations  (1)  et  (2)  Tune  de  l'autre^  il  vient  : 

F(a?  +  A,  y  +  *)-F(^,  y)=0, 
ou 

(3)    [F(a?+fc,  y+*)-F(a?,  y+*)]  +  [F(x,  y+*)-F(a?,  y)]=0. 

Désignons  par  <p(j?,  y)  la  dérivée  de  F(x,  y]  considérée  comme 
fonction  de  x  seule,  par  '^[x^  y)  la  dérivée  de  F(x,  y)  consi- 
dérée oomme  fonction  de  y  seule;  on  aura,  d'aju^ès  ce  qui  a 
été  rappelé  au  commencement  de  ce  numéro, 

F{a?+*,  y+*)— F(j?,  y+k)  =  h^(x,  y+k)+hz, 
e  s'annulant  avec  A.  On  aura  aussi  : 

F(x,  y  +  Jk)_F(a:,  »)  =  *K^,  y)  +  fe', 

e'  s'annulant  avec  k. 
D'après  cela,  l'équation  (3)  peut  s'écrire  :  ^ 

(A)        h^(Xy  y  +  k)  +  k^(Xy  y)-f  fa  +  fc'=:0. 

En  divisant  par  A  et  posant  ft=XA,  il  vient  : 

(p(;r,,  y+^h)+l^(x,  y)  +  e  +  Xe'=:0i 
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Passant  à  la  liinite^  h,  s  et  •'  s'annulent )>  âë¥iait  ff  el 
l'on  a  : , 

tf où  . 

Ainû ,  la  dérivée  de  la  fonèlion  ^  s'obtieiidht  immécHateaie&ti 
quand  on  saura  trouvais  les  deux  dérivées  de  ¥(âB}  y)  par  rap^ 
port  à  a?  et  par  rapport  ky. 

Remarque.  Notre  raisonnement  sembla  en  défaut  si  ta  li- 
mite j/'  de  X  est  infinie;  msfîs  où  sauve  cette  difSculté  en 

ciierchant  la  limite  de  t  au  lieu  de  celle  de  t  .  On  constate 

k  h 

ainsi  la  généralité  de  l'équation  (5). 

119.  n  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  X  et  Y  désignent 

leâi  côôMotmées  de  k  tangente  au  point  {Xy  ^)  d^uné  cdurbe 

ayant  pour  équation 

Téquation  de  cette  tangente  sera 

OU 

^[Xy  y)  et  ^[xy  y)  étant,  nous  le  répétons,  les  dérîvéeâ  dé  V{ob,  if), 
par  rapport  à  a?  et  pâf  l'apport  à  ^  réJôpëdtHremefit. 

Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires^  l'équatioti  de  la  nor- 
male est  évidemment 

(Y— ?>)  ?(^.  ï)- (X-r  «X'Ka'»  y)  =  0. 


I         f    .  I   1 1 
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On  nomme  longueurs  de  la  tangente  et  de  la  normale  les 
portions  de  la  tangente  et  dé  la  Hornfttlë  coriiprideâ  entre  le 
point  de  contact  et  Taxe  des  abscisdës^  On  nomme  sous-tan- 
gente et  sous-normale  les  projections  des  mêmes  longueurs 
sur  l'axe  des  abscisses. 

Des  tangentes  aux  emrhes  du  second  degré. 

i2Ô.  Soit  une  courbe  du  second  degré,  ayant  pour  équation 

Ay»  +  Biji/+Gr»-fDy  +  Èr  +  F=0} 
ottàid! 

<p(*,y)=By  +  2Cx-fE, 

f  * 

et  la  tangente  au  point  [x^  y)  a  pour  équation  : 

■ 

{^y+Bx  +  tJ)fJ—y)  +  {By  +  ^Cx+.E)[X—x)==0. 

On  peut  donnera  cette  équation  une  forme  plus  simple;  car, 
si  Ton  fait  passer  les  termes  connus  dans  le  second  membre, 
il  vient 

{^il-^lix+h)Y-\'(J^-^^t(:x+È)X=^Ay*^  ; 

mais  l'équation  de  la  courbe,  multipliée  par  2  donne  : 

2  Ay*  +  2Ba;y + 2Ga;*  +  2Dj/ + 2Ea;  +  2F  =  0 , 

d'où 

2Ay* + 2Ba:y + 2Ca;*  +  Dy  +  Ea;  =  —  (Dy  +  Ex' +  2F)  ; 

l'équation  de  la  tangente  sera  donc 
(3Ayrl-B«-fD)Y+(B»+2Cx+E)X+Dî(+Ex+2F=0. 
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RSCHSRCHS  PBS  ASTMPTOTBS  BBS  COURBES.  ^—  APFUCATION 
AUX  CGURBBS  DU  SBGOHD  DEGRE. 


# 

Théorie  générale  dee  asympoiee. 

121.  Nous  avons  dit  (n''  iOl)  ^a'on  nomme  génârale- 
ment  asymptote  tune  branche  de  courbe  infinie  une  droite, 
dont  les  points  de  la.  courbe  s'approchent  iDdéfinknent, 
à  mesure  qu'ils  s'éloignent  indéfiniment  sur  la  brandie 

que  l'on  considke. 
Nous  allons  établir  ici 
nne  méthode  gêné»* 
raie  pour  trouver 
les  asymptotes  d'une 
çouri)e  qudconque) 
dont  on  connaît  l'é- 
quation ea  coordon- 
nées  reetilignes. 
«g.  «.  Toute  droite  CD, 

non  parallèle  à  l'axe  des  y  (fig.  75)  et  asynqptote  d'une  J^ran- 
che  de  fourbe  AB,  aura  une  équation  de  la  forme 


j 


y=hx  +  ly 


où  A  et  i  désignent  des  constantes  finies  et  déterminées;  pour 
les  points  de  la  branche  de  courbe  ÂB  j  on  aura  : 

V  étant  une  fonction  de  Xj  dont  la  valeur  absolue  décroît  et 
a  pour  limite  zéro,  quand  x  augmente  à  partir  d'une  certaine 
limite  jusqu'à  Tinôm^  De  cette  équation ,  on  tire". 
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i=»_i±I      et      l  =  {y^kx)—\i 

passant  à  la  limite^  c'est-à-dire  faisant  x:=±cGy  il  vient: 

A  =  lim-       et      /=:lim(y — fcr). 
x 

Ainsi,  pouc  obtenir  Iqs  asymptotes  d'une  courbe,  dont  on  a 
l'équation  en  coordonnées  rectilignes,  il  faudra  d'abord  cher^ 
cher^  au  moyen  de  Téquation  dé  la  courbe^  la  limite  ou  les 

limites  du  rapport.-  pour  a; = oo  ;  ce  qui  donnera  les  coef- 
ficients'angulaires  des  asymptotes.  On  obtiendra  ensuite  l'or- 
donnée à  l'origine  de  chaque  asymptote^  dont  le  coefficient 
angulaire  k  aura  été  ainsi  déterminé,  en  cherchant  la  limite  ( 
de  la  difierence  y—'kx  pour  ar=oo. 

La  méthode  pïrécédente  donne  les  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  Xj  asymptotes  pour  lesquelles  on  a  i=0;  mais  elle 
exclut  évidemment  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  y  et 
pour  lesquelles  lé  coefficient  angulaire  est  infini.  Si  Ton  avait 
représenté  généralement  par  x=ky'\-l  l'équation  d'une  asymp- 
tote^ on  aurait  trouvé,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons 

X 

Eût,  A=lim~  et  /=:lim(a; — ky)y  ce  qui  aurait  permis.de 

if 

trouver  lés  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y;  mais  on  aurait 
exclu  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x. 

Au  surplus  on  peut  trouver  directement  et  très-simplement 
les  asymptotes  parallèles  à  l'un  des  axes.  Supposons,  par 
exemple,  qu'une  courbe  ait  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  des 
y  et  dont  l'équation  soit 

il  est  clair,  que  l'ordonnée  de  là  bnnche  correspondante 


164  GËOMÉTRIE  AMALYTIQIJE  A  DKUX  DIMEIISIONS. 

augmente  indéfiniment  quand  x  tend  va%  la  limite  a,  et  que 
Ton  a  y =00  pour  a?=ot.  On  aura  donc  les  asympiotes  pa- 
rallèles ài  Taxe  des  ^,  en  cherchant^  au  moyen  de  Téquation 
de  la  courbe^  les  valeurs  finies  de  a:  pour  lesquelles  y  est 
infini.  Pareillement^  la  recherche  des  asymptotes  parallèles 
à  Taxe  des  x  se  ramène  à  la  détermination  des  valeurs  finies 
de  y  pour  lesquelles  x  est  infini. 

I22.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  générale,  (jui  vient 
d'être  exposée  au  cas  particulier  des  courbes  algébriques. 
Nous  supposerons  que  le  second  membire  de  l'équàtioh  de  là 
courbe  clont  il  s'agit  soit  nul,  et -que  le'premier  menlbre  seil 
une  fonction  entière  du  degré  m  des  coordonnées  a?  et  y.  On 
petrt  grouper  ensemble  les  ternies  de  même  degré,  de  telle 
tdafilëte  que  les  différents  groupes,  dont  Inéquation  est  côin- 
posée^  âoieilides  fonctions  homogènes  des  degrés  m,  (in — l); 

(m — ^2), %  1, 0  respectivement;  riotre  éqhation  peut  doiic 

s'é(sKrë  AÛ%\,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n^  36, 

"> .  ^<i)+'""/.(D+«"a(D.+--+a©  j. 

fifiyfiy**'  désignant  des  polynômes  dopl  le  dernier  est  du 
degré  zéro,  c'est-à-dire,  est  une  simple  constante. 
En  divisant  l'équation  (i)  piai*  af^y  il  vtent  : 

/(i)+î'.©+-+s^-(')='" 

'é 

faisant  i;=do,  et  désignailt  pat^  k,  tstfimie  piiÈè  haut,  U 
limite  de-,  il  vient: 

X 

(2)  f{k)=Q: 

telle  est  Féquatiod  qui  fera  eOnnsttre  les  ceeffîeioits  wgiH 


DES  TANGENTES  ET  m»  ASTMPTOTBSi  165 

laires  des  asymptotes  non  parallèles  à  Taxe  des  y.  Consi- 

>     dérôns,  en  particulier^  Tune  des  racines  réelles  k  de  Té- 

^  y  u 

quation  (2),  et  posons  y—hx=u,  d*oii  5=  *  +  -;  Téqua- 

•     tion(t)defteÉtli 

(léf«io|iptttitohàeo^ 

suhraiH  ]m  {lùtsaanoes  dé  —,  ohseivàiA  qnë  f(k)  est  nuT^  et 

dénotant  les  dérivées  f^ar  des  accents ,  à  la  manière  ordi- 
naire, il  vient  : 

En  divisant  l'équation  (3)  par  x"*^,  faisant  ensuite  x=oo, 
et  observant  qu'alors  u=/ ,  il  vient  : 

iA*)+A(*)=o,     d'où    '=-^. 

Cette  valeur  de  lest  infinie  si /' (k)  est  nul  ^  que /^(  A)  ne  te 
8oh |Mis;  dftoe  oe  cas^  U  n'y  a  point  d'asymptote  correspott* 
dante  à  la  valeur  de  k  que  l'on  considère.  Si  f^(k)  est  nul  fin 
<i)éiQe  temps  que  f(k),  la  valeur  de  1  se  présente  9ous  la 

fonne  -,  et  on  ne  peut  rien  conclure  de  ce  qui  précède.  Mais, 

dans  ce  cas ,  le  coefficient  de  x"^^  dans  Téquation  (3)  est 
identiquement  nul^^  si  l'on  divise  alors  Fécpiatian  par  x'^^ 
<!t  9i'«i  faasa  ensuite  «  =s  co ,  il  vi^  : 
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équation  du  second  degré,  qui  donnera^  en  général ,  deux 
valeurs  pour  {.  Dans  le  cas  que  nous  examinons ^  il  ja 
deux  asymptotes  parallèles,  correspondantes  à  la  valeur  dal 
que  Fon  considère;  cette  valeur  est  une  racine  double  de 
l'équation  (2) ,  puisqu'on  a  /'(*)=^  et  f'[k)=0.  Il  faut  re- 
marquer toutefois  que  les  deux  asymptotes^  dont  nous  pa^ 
Ions,  cessent  d'exister,  si  les  racines  de  l'équation  du  second 
degré  en  {  sont  imaginaires  ou  infinies. 

Si  les  trois  coefficients  r(^)^  f\  (%Yé(*)  de  l'équatioaenl 
sont  nuls  y  en  même  temps  que  f\k)  et  f^  [k) ,  l'équation  &ï  I 
est  identique  ;  alors  il  peut  y  avoir  trois  asymptotes  parallèiaiy 
correspondantes  à  la  valeur  de  k  que  l'on  considère ,  et  on 
les  détermine  en  poursuivant  la  marche  que  nous  cto^w 
avoir  suffisamment  indiquée. 

Remarque  L  Si  l'équation  proposée  du  degré  m  ne  renferme 
pas  de  termes  du  d^ré^  m— 1 ,  le  polynôme  ^  est  identi<|a& 
faent  nul  ;  on  a,  par  suite,  en  général  ,1=0;  d'où  il  suit  qu( 
les  asymptotes  passent  par  Forigine  des  coordonnées.  Or,  s 
la  courbe  que  l'on  considère  a  un  centre  et  que  l'on  prenni 
ce  centre  pour  origine  des  coordonnées,  on  sait  que  Téqua- 
tion  de  la  courbe  ne  renferme  aucun  terme,  du  degré  m— 4 
d'oiLl'on  peut  condure  que,  le  cas  des  asymptotes  parallèle 
étant  excepté, 

Lùrsqu'une  courbe  algébriques^  un  centre j  toutes  les  osymp 
totes  passent  par  ce  centre. 

Remarque  IL  Dans  le  cas  le  plus  général  d'une  équatioi 
du  degré  m,  le  polynôme  f  est  lui-même  du  degré  m;  d'oi 
il  suit  qu'une  courbe  algébrique  du  degré  m  ne  peut  avoi 
plus  de  m  asymptotes.  Mais  il  faut  remarquer  qu'elle  peut  ei 


on 
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avoir  un  moindre  nombre  ;  car^  pour  afSrmer  qu'il  existe  une 
asymptote  correspondante  à  une  branche  y  il  jie  suffit  pas  de 
savoir  que  les  valeurs  de  ft  et  de  i^  trouvées  par  la  méthode 
indiquée  plus  haut,  sont  réelles  et  finies;  il  faut  en  outre 
être  assuré  que  la  branche  de  courbe  en  question  s'étend  à 
rii)fini.  Par  exemple^  en  appliquant  la  méthode  générsde  à 

la  coùrb^  qui  a  pour  équation  y=jî±i/-; j, 

trouverait  X;=ly  i==0^  mais  il  n'en  fondrait  pas  conclure 
que  la  courbe  a  pour  asymptote  la  droite  y =â?;  car  il  est 
aisé  de  voir  que  chacune  des  branches  infinies  de  cette  courbe 
a  pour  asymptote  l'axe  des  y. 

Remarque  III.  En  appliquante  méthode  générale,  que 
nous  venons  d'exposer  ^  à  une  équation  non  irréductible 
F(a;,y)=0,  dont  le  premier  membre  admet  un  diviseur 
linéaire  y — ax — 6,  il  est  évident  qu'on  trouvera  que  l'une 
des  valeurs  de  fc  est  a,  et  que  la  valeur  correspondante  de  / 
est  6.  Ceci  peut  constituer  une  méthode  pour  trouver  les 
diviseurs  linéaires  d'un  polynôme  ^[Xyy)^  dans  le  cas  oùj'on 
sait  qu'il  en  existe. 

Des  asymptotes  des  courbes  du  second  degré. 

■  » 

123.  Conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n"^  122,  nous 
écrirons  l'équation  du  second  degré 

Ay*4-Rry+Ûr*  +  D»  +  Ea?+F=0, 

Sôus  la  forme  : 


X' 


[*(!)■+■' (D+«]+4»©H+^=''' 


_B±\/B*  — 4ÀC 
*  =  .! — '-^ L.      ■     '  '  I 


2A 
cm  Auri^  annuité  I  p^r  la  foimule 

Difc  +  £ 


2Aft+B' 


118  GtOMtTRIl  AMALTTIQOE  A  DttIX  DIIIBMBIONS.  | 

Mit 

réquation  d'une  asymptote  de  la  courbe  proposée»  et  cod- 
setvons  toutes  les  notations  du  n""  1^2.  les  polynômes,  que 
nous  avons  désignés  alors  par  f{h)yfi[k],f^{k)y  ont  ici,Tpour 
valeurs, 

/(*)=A*»+B*  +  C,    A(*)=Dfc+B,    A(*)=F5 

et,  l'on  a  en  outre: 

^'(Jt)=2A*+B. 

Les  coefficients  angulaires  k  des  asymptotes  safoni  dooc 
doDués  par  Téquation 

AJP+BA  +  C=0, 
d'où  Ton  tire: 


Si  B*  —  4AG  est  négatif,  les  deux  valeurs  de  k  sont  imagi- 
naires et  la  courbe  n'a  point  d'asymptote  réelle;  cela  est 
évident  â  prian,  puisque  Tellipse  n'a  aucune  branche  intinie* 

Si  B'  —  4tAC  est  positif,  les  deux  valeurs  de  k  sont  réelles 
et  inégales;  par  suite  la  valeur  de  l  est  finie,  puisque  2Ak-[-5 
ne  saurait  être  nul.  Il  s'ensuit  que  rhyperi:)ole  a  deu^ 
asymptotes,*  et  ces  deux  asymptotes  passent  par  le  centre  4^ 
la  courbe,  ainsi  que  nous  en  avons  fait  la  remarque  d^ 
numéro  précédent. 

Enfin,  si  B*  —  4AG  est  nul,  les  deux  valeurs  de  jfc'sont 
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B 

i^Des  et  égales,  leur  valeur  cqiqmupe  est  — ^r  ^  1*^^  ^^î^ 

que  la  valeur  de  l  est  infinie,  n  s'ensuit  que  dans  la  para- 
tele ,  les  asymptotes  sont  parallèles  et  situées  à  l'infini ,  ou , 
pour  mieux  dire^  ia  parabole  n'a  point  d'asymptotes.  Â  la 

0 

vérité^  la  valeur  de  t  se  présente  sous  la  forme  -y  si  Ton  a 

£        B 

—  =  —  ou  2AE — BD=Oj  mais  alors  Téquation  proposée 

i^présente  deux  droites  parallèles  y  ce  qui  constitue,  comme 
on  Ta  vu,  une  variété  de  la  parabole.  Dans  ce  cas  notre  mé- 
thode générale  nous  fait  retrouver  ces  deux  droites.  Effective- 
ipent,  la  valeur  dç  T  doit  être  ici  déterminée  par  l'équatioa 
du  second  d^i^é  » 

ou 

A/»+D/+F=0, 

d'où  l'on  tire  : 

,      — p±v/D'  — AAF 
' 2A 

Ainsi  lea  deux  asymptotes  sont  donq^  pi^r  l'^n^tion 

—  Bx  — D  .    1 


qui  n'est  autre  que  Féquation  proposée  résolue  par  rapport 

à  y.      • 

Remarque.  La  théorie  précédente  conduit  à  une  règle  torès- 
simple  pour  former  immédiatement  les  équations  des  asymp- 
totes d'une  hyperbole ,  dont  on  a  Téquation  en  coordonnées 
rectilîgnes.  Effectivement  les  asymptotes  ne  dépendent  aucu- 
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nement  du  dernier  terme  F;  d'où  il  suit  que  ces  asymptotes 
ne  changeront  pas  si  Ton  altère  ce  ooeflScienti  Or,  en  altérant 
d'une  manière  convenable  la  valeur  de  F,  l'équation,  qui  re- 
présentait l'hyperbole  proposée,  représentera  actuellement 
le  système  de  deux  droites,  et  ces  droites  seront  précisément 
les  asymptotes  demandées.  De  là  on  peut  conclure  que  : 

Pour  avoir  le$  asymptotes  d^une  hyperbole,  dont  Véquation 
renferme  un  terme  en  y*,  il  faut  résoudre  Péquation  par  rof' 
port  d  y  y  extraire  la  racine  carrée  dU  trinôme  placé  sow  h 
radical ,  sans  avoir  égard  au  reste  de  Popéraiion,  etremfl(h 
cer  le  radical  par  la  racine  trouvée. 

124.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  l'une  des  asymp- 
totes de  l'hyperbole  est  parallèle  à'  Taxe  de&  y.  L'équation  de 
la  courbe  ne  peut  contenir  de  terme  en  y*,  car  autrement  y  ne 
serait  infini  pour  aucune  valeur  finie  de  x;  soit  donc 

Bary  +  (lr«+Dî/  +  Ea?+F=0, 

Péquation  de  la  courbe  proposée.  On  en  tire  : 

_      Ga?*+Ea?+F 
^-^  Rc  +  D      • 

y  étaût  infini  pour  Ba:+D=0,  U  s'ensuit  que  l'une  des 
asymptotes  a  pour  équation  : 

Ba?  +  D  =  0; 

quant  à  Pautre  asymptote,  on  l'obtiendra  par  la  méthode gé' 
nérale  qui  donne  : 

._     C  Dfe  +  E_CD— BÉ 
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r 

l'équation  dex^tte  seconde  asymptote  sera  donc 

—  Cx   ,  CD^BE 


Questions  d  résoudre. 

I.  Étant  donnée  une  courbe  du  second  degré ,  on  mène  y 
par  un  point  Â  de  cette  courbe,  une  corde  quelconque  ÂB  et 
une  deuxième  corde  ÂC  perpendiculaire  à  ÂB:  enfin  on 
joint  BC  qui  coupe  au  point  N  la  normale  en  A  à  la  courbe. 
Gda  posé ,  on  demande  de  démontrer  que  le  point  N  reste 
invariable,  quand  la  sécante  ÂB  tourne  autour  du  point  Â. 

IL  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  la  question 
précédente,  on  demande  de  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point 
N  quand  le  point  Â  se  meut  sur  la  courbe  donnée. 

IH.  Soient  Â==0,  B=:0,  C=0,  les  équations  des  côtés 
BC,  ÂC  et  ÂB  d'un  triangle  ÂBC;  a,  b,e  des  quantités  con- 
stantes :  on  demande  de  démontrer  les  propositions  suivantes  t 

1^  Toute  courbe  du  second  degré;  circonscrite  au  triangle 
ABC ,  a  une  équation  de  la  forme  : 

^  Les  tangentes  en  Â,  B,  C  à  cette  courbe ,  timgentes  qu 
foraient  un  triangle  circonscrit ,  ont  pour  équations  : 

*+»=.,    ^+£=0,    |+£=«, 

a       0  a      c  oc 

3»  Les  points  de  concours  des  côtés  du  triangle  inscrit,  avec 

11 
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leurs  q[>posés  dans  letri&ligle  dMonscrit,  appartietùienttons 
trois  à  une  même  droite  qui  a  pour  équation  : 

A  ,  B  ,  C      ^ 
«  +  6  +  c=«- 

4°  Les  droites,  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  inscrit 
aux  sommets  opposés  du  triangle  circonscrit^  se  coupent 
toutes  trois  en  un  même  point  donné  par  les  équations  : 

ABC 


IV.  L'asymptote  d'une  branche  infinie  de  courbe  peut  être 
considérée  comme  la  limite  d'une  tangente  dont  le  point  de 
contact  avec  la  courbe  s'éloigne  à  TinfinL  Démontrer,  en  se 
plaçant  à  ce  point  de  vue,^  les  formules  trouvées  au  n*  lîi? 

y 

savoir  :  ft=Hm— ,  /==lim{t/ — kx). 

X 

,V,  Lorsque  l'équation  du  second  degré  représente  uQ0 
hyperbole,  on  peut  faire  disparaître  les  termes  en  x^^  en  jfSen 
Of  et  en  y.  Déduire  de  là  :  i"*  une  méthode  pour  trouver  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  ;  2**  l'équation  de  l'hyperbole  rap- 
portée à  ses  asymptotes. 

VI.  Démontrer  que  toute  hyperbole,  ayant  pour  asymptotes 
les  droites  y=aa?  +  6  ett/=ca?  +  djft  pour  équation  : 

(1/  —  9X — 6)  (y— car  — d)  +  w»  =  0^ 
m  désignant  une  constante. 
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CHAPITRE  VL 


DE  L'ELLIPSE. 


ÉQUATION  DB  l'eILIPSE  RAPPORTÉE  A  SON  CENTRE  ET  A  SES  AXES. — ^LES 
CARRÉS  DES  ORDONNÉES  PERPENDICULAIRES  A  l'uN  DES  AXES  SONT 
ENTRE  EUX  COMBIE  LES  PRODUITS  DES  SEGMENTS  CORRESlMDANTS 
FORMES  SUR  CET  AXE. 

125.  Nous  avons  vu  (n®  113)  que  Féquation  du  second 
degré  peut  être  ramenée,  dans  le  cas  de  Fellipse,  à  la  forme 

oùj;  et  y  désignent  des  coordonnées  rectangulaires.  La  quantité 
— 4MN  étant  ici  négative,  on  voit  que  M  et  N  sont  de  mêmes 
signes;  de  plus,  on  peut  les  supposer  positifs,  puisqu'on  les 
r^draittels,  dans  le  cas  contraire,  en  changeant  les  signes  de 
tous  les  termes  de  Féquation.  Les  coefficients  M  et  N  étant 
positifs,  il  faut  et  il  suffit  que  H  soit  positif,  pour  que  la  pré- 
cédente équation  représente  effectivement  une  ellipse;  en 
effet  il  est  clair  que,  si  H=0,  Téquation  ne  peut  représenter 
que  l'origine  des  coordonnées,  et  que,  si  H  est  négatif,  elle  re- 
présente une  ellipse  imaginaire.  Nous  avons  déjà  eu  l'occa- 
sion de  mentionner  ces  variétés  de  Feilipse,  et  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas  davantage. 

Supposons  donc  M,N  et  H  positifs;  pour  avoir  les  points 
où  la -courbe  coupe  l'axe  des  a;,  il  faut  faire  t/=0,  et  il 
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vient flp=d:\/^.  On  obtiendra  de  même  les  points  où 

la  courbe  coupe  l'axe  des  y,  en  faisant  x=0  dans  son 

/H 
équation;  il  vient  alors  y=r  d:W  rr.  Nous  désignerons  par  a 

et  par  b  les  quantités  \/  ^  et  V/rï  >  en  sorte  que  Fon  aura 

XT  ^  Tir  H 

En  remplaçant  M  et  N  par  ces  valeurs  et  divisant  ensuite 
par  H,  l'équation  de  l'ellipse  devient  : 


ou 


ii) 


(2) 


fc»  ^  a'  ~     ' 


aY  +  b*x*=:a*b\ 


C'est  sous  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formes  que  nous  la 
considérerons  désonnais.  On  en  tire  : 


(3) 


t/=±:  —  i/a' — T". 
^  a 


La  valeur  de  y  a'est  réelle  que  si  la  valeur  de  x  reste  com^ 

prise  entre  — a  et  +«,• 
lorsque  x  croit  de  zéro  à  a 
ou  décroît  de  zéro  à — a, 
la  valeur  absolue  de  y  dé- 
croit de  6  à  zéro.  Si  donc 
on  prend  sur  l'axe  des  x 
(fig.  76)OA=OA'=oet, 
sur  l'axe  des  y,  03=0^ 
=6,  on  voit  que  l'ellipse 
sera  formée  de  quatre  arcs 


DE  L'ELLIPSE;      -  166 

AB^  BA'y  A'B'  et  FA  ^aux  entre  eux ,  comme  l'indique  la 
figure. 

De  ce  que  l'équation  (i]  ou  (3)  n'est  altérée  ni  par  le  chan- 
gement de  X  en  — Xy  ni  par  cehii  de  y  en  — y,  il  résulte  que 
rorigine  est  le  centre  et  que  les  axes  des  coordonnées  sont  les 
axes  mêmes  de  la  courbe.  Cela  résulte,  au  surplus,  des  ccmsi* 
dérations  que  nous  avons  développées  dans  le  chapitre  IV. 
L'équation  (i)  ou  (3)  représente  donc  une  ellipse  rapportée 
à  son  centre  et  à  ses  axes.  Les  lignes  A'A=2a  et  BB'=:^ 
sont  dites  les  longueurs  des  axes  ou  même  simplement  les  axes. 
Les  points  A^  A',  B,  B'sont  (n®  iiO)  les  sommets  de  la  courbe. 

L'ellipse  est  concave  vers  chacun  de  ses  axes,  comme  l'in- 
dique la  figure  76  :  cela  résulte  de  ce  que  cette  courbe  ne 
peut  être  coupée  par  une  droite  qu'en  deux  points. 

i86.  De  l'équation  (3)  on  tire  : 

[a'\-x)[a — x)      a'  ' 

or,  pour  un  point  M  quelconque  de  l'ellipse,  on  a  (fig.  76)  : 

Î^=MP,    a  +  x=kV ,    a— aî=AP  5 
on  a  donc  : 

A'PxAP""a«' 

d*oii  il  résulte  que  :'  le  rapport  du  carré  (Tune  ordonniez  per- 
pendiculaire  à  l'un  des  axesy  au  produit  des  segments  corres- 
fondants  y  formés  sur  cet  axe,  est  une  quantité  constante.  En 
d'autres  termes  :  les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à 
l'un  des  axes  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments 
eorre$pondants  formés  sur  cet  axe. 
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.  On  vûit  que  œt  énoncé  n'est  autre  chose  cpie  la  traduction 
géométrique  de  Téquation  dé  l'ellipse. 
.  197.  Supposons  a^b,  auquel  cas  9a  est  le  grand  axe  et 
Vb  le  petit  axe  de  Tellipie;  désignons  aussi  par  r  la  distance 
cm  (  fig.  76  ),  du  centre  au  point  M  dont  n  et  y  sont  les  eoor- 
4aiméesion  aurar*;=â?*+y'^»  pc^suite^ 

d^où 


=nA^F^- 


Cela  montre  que  la  distance  au  centre  d'un  point,  mobile  sur 
Tellipse ,  va  constamment  en  décroissant,  quand  ce  point  part 
de  l'un  des  sommets  situés  sur  le  grand  axe  pour  se  diriger 
vers  le  petit  axe. 
Remarque.  Si  b=af  l'expression  de  r  se  réduit  à 


r=.a; 


d'où  il  suit  que  tous  les  points  de  l'ellipse  sont  également 
distants  du  centre;  cette  courbe  se  réduit  alors  à  une  cir- 
conférence. Le  cercle  peut  donc  être  considéré  comme  une 
ellipse  dont  les  deux  axes  sont  égaux. 

128.  n  est  bon  de  remarquer  que,  pour  tout  point  exté- 
rieur à  l'ellipse 

on  a  : 

ay  +  frV  — a'6*>0, 

et ,  pour  tout  point  intérieur. 
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Ck)nsidérons  d'abord  le  cas  d*un  point  M  extérieur.  S}  \^ 
valeurs  absolues  de  ses  coordonnées  sont  supérieures  à  a 
et  b  respectivement,  le  théorème  est  évident.  Si  cela  n^a 
pas  lieu ,  il  existera  un  point  M'  de  la  courbe  ayant  même 
ordonnée  que  le  point  M  et  une  abscisse  moindre  en  valeur 
absolue^  ou  même  abscisse  et  une  ordonnée  moindre  en 
valeur  absolue;  or,  pour  ce  point  M',  oV  +  *'^*  —  «***  est 
nul,  donc  cette  quantité  est  positive  pour  le  point  M.  Un. 
raisonnement  semblable  prouve  la  deuxième  partie  du  théo- 
rème énoncé. 


LES  ORDONNEES  PERPENDICULAIRES  kV  GRAND  AXE  SONT  AUX  OR- 
DONNEES CORRESPONDANTES  DU  CERCLE  DECRIT  SUR  CET  AXE, 
COMME  DIAMETRE^  DANS  LE  RAPPORT  CONSTANT  DU  PETIT  AXE  AU 
GRAND.  —  CONSTRUCTION  DE  LA  COURBE  PAR  POINTS ,  AU  MOYEN 
DE  CETTE  PROPRIÉTÉ. 


129.  Soit  l'eUipae  . 

rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes;  on  en  tire: 

b^ 

cl» 

supposons  a  >  b  et  décrivons  un  cercle  sur  le  ^s^mi  9M  ^ 
comme  diamètre;  si  Ton  désigne  pav  Y  forçlpiu^  dl)  <S^ 
cercle  (^rrespondante  à  l'abscisse  x,  on  aura  ; 

d'où 
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on  a^  par  suite, 


?^-*!         et 


Y 


cela  montre  que  les  ordonnées  NP  et  MP  de  l'ellipse  etdu 
cercle  9  correspondantes  à  \me  même  abscisse  OP  (fig.  77) 


fig.  78. 


fig.  77. 


sont  entre  elles  dans  le  rapport  constant  du  petit  4ixe  au 
grand. 

130.  Cette  propriété  fournit  un  moyen  très -simple  de 
construire  Tellipse  par  points,  quand  on  connaît  sesdeui^ 
axes. 

Soient,  en  eflfet  (fig.  78),  A'A  =  2a  le  grand  axe  et 
B'B=^%  le  petit  axe  de  l'ellipse  qu'il  s'agit  de  construire  > 
décrivons  deux  circonférences  sur  A'A  et  BB'  ccHnme  dia* 
mètres;  d'un  point  qqelconque  M  de  la  circonférence  exté^ 
'rieure  abaissons  MP  perpendiculaire  sur  A'A  ;  tirons  le 
rayon  OM;  enfin,  par  le  point  I,  où  ce  rayon  coupe  la 
circonférence  intérieure,  menons  parallèlement  à  A'A  la 
droite  IN  qui  rencontre  MP  au  point  N.  Je  dis  que  le  point  N 
appartient  à  l'eUipse  qu'il  faut  construire;  en  effet,  le  trianj^ 
OMP  donne  : 
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NP 
MP 


OM 


a 


d'où  l'on  conclut  que  le  point  N  appartient  à  TeUipse  de- 
mandée. On  pourra  construire  ainsi  autant  de  points  de 
L'ellipse  que  Ton  voudra. 

131.  Nous  croyons  devoir  indiquer  ici  deux  autres  pro- 
cédés également  simples^  pour  construire  une  ellipse  par 
points  : 

!•  Soient  œ^x  et  y'y  d^ux  droites  rectangulaires  (flg.  79)  ; 

d'un  point  quelconque  B.de 
y'y,  comme  centre,  et  d'un 
rayon  égal  à  la  demi-somme 
a-^-b  des  axes  de  l'ellipse  à 
construire^  décrivons  une  cir- 
conférence qui  coupe  la  droite 
x'x  en  A ,  tirons  AB  et  pre- 
nons ensuite  AM=&  :  le  point 
Qg,  79.  M  sera  un  point  de  l'ellipse , 

dont  les  axes  2a  et  26  sont  respectivement  dirigés  suivant 
^^et  j^y.  En  effet  9  si  Von.  prend  pour  axes  des  coordonnées 
droites  x'x  et  y'y^  et  qu'on  tire  l'ordonnée  MP^  on  aura: 

^=-XBQ  =  -v'o»— »»j 
"a  a       . 


B 

y 

• 

\ 

sf 

0           1 

?        ^k        X 

ce  qui  démontre  la  proposition  éhoncée. 

Rtmarqufi.  Si  l'on  conçoit  que  la  droite  AB  se  meuve,  de 
telle  sorte  que  les  points  A  et  B  restent  toujours  placés  res- 
pectivement sur  les  droites  y!x  et  y't/ ,  le  point  M  décrira  Tel- 
lipse.  Ceci  donne  un  moyen  de  tracer  cette  courbe  par  un 
mouvement  continu. 
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T  Soient,  comme  précédemment,  x'x  et  y'y  deux  droites 

rectangulaires  (tig.  80),  suivant 
lesquelles  dojvent  être  dirigés  les 
axes  2a  et  2ft  de  l'ellipse  à  con- 
struire. Supposant  ici  a>6,  pre- 
nons surOy*  une  longueur  OA=s 
~i  a — h  et,  d'un  point  I  situé  sur 
OA  entre  0  et  A ,  décrivons  xm 
circonférence  qui  coupe  oix  en 
.  flg.  80.  K  3  tirons  la  droite  IK  et  pro- 

longeons-la d'une  longueur  KM  =  6 ,-  le  point  M  sera  un  point 
de  l'ellipse  demandée  ;  car  si  Ton  mène  AiH  parallèle  à  Qy 
et  IH  parallèle  à  Ox  ^  on  jaura  : 


MP 
MH 


MK 
W 


oo ,  en  prenant  x'x  et  \fyj  pour  axes  de  coordonnées^ 


y 


\/a*  —  a?* 


6 
a 


et 


(v 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  Ce  qui  précède  donne  un  second  moyen  de  dé- 
crire l'ellipse  par  un  mouvement  continu  ;  en  effet ,  si  Ton 
prend  une  règle  d'une  longueur  IM=a,  qu'on  marque  sur 
cette  règle  un  point  K  situé  à  une  distance  du  point  I  égale 
à  a — 6  et  qu'on  fasse  mouvoir  la  règle  de  manière  que)e 
point  I  reste  sur  OA  et  Je  point  K  sur  x'x^  le  point  M  décrira 
Tellipse. 
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FOYERS  9  EXCENTRICITÉ  DE  l'eLLIPSE.  —  LA  SOMME  DES  RATONS 
\XCTEURS  MENÉS  A  UN  POINT  QUELCONQUE  DE  l'eLLIPSE  EST 
CONSTANTE'  ET  ÉGALE  AU  GRAND  AXE.  —  DESCRIPTION  DE  L'eLLIPS^ 
AU  MOYEN   DE   CETTE   PROPRIÉTÉ. 


132.  On  nonune  généralement  foyer  d'une  courbe  du  se- 
cond degré  ^  un  point  dont  la  distance  à  chaque  point  de  la 
courbe  est  une  fonction  linéaire  des  coordonnées  rectilignes 
de  ce  dernier  point.  Cette  définition  est  purement  analytique^ 
mais  la  propriété  qu'elle  exprime  est  entièrement  indépen- 
dante des  axes  auxquels  la  courbe  est  rapportée.  Effective- 
ment, quand  on  passe  d'un  système  de  coordonnées  recti- 
lignes à  un  autre,  les  coordonnées  du  premier  système 
s'expriment  au  moyen  des  coordonnées  du  second  par  des 
fonctions  linéaires  ;  donc  une  fonction  linéaire  des  coordon- 
nées du  premier  système  s^exprimera  toujours  par  une  fonc« 
tien  linéaire  des  coordonnées  relatives  au  second.  On  peut 
donc,  dans  la  recherche  des  foyers  des  courbes  du  second 
degré,  rapporter  ces  courbes  aux  axes  qu'on  jugera  les  plus 
convenables. 

Soit  une  ellipse 

(1)  ay  +  6«^«==a«6% 

* 

rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  proposons-nous  de 
trouver  les  foyers  qu'elle  peut  avoir.  Soient  a,  6  les  coor- 
données d'un  foyer  et  8  la  distance  de  ce  foyer  à  un  point 
quelconque  M[x^  y)  de  la  courbé;  on  aura  : 

(2)  S  =  ^(x-a)^  +  {y-^)K 

Mais,  par  hypothèse,  cette  distance  8  peut  s'exprimer  par 


172  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  UËUX  DIMENSIONS. 

une  fonction  linéaire  lx-\-fny  +  ndes  coordonnées  â;  et  ji; 
on  a  donc  : 

^(x—dY  +  (y — 6)«  =lx  +  my  +  n^ 
ou 
(3)       (x-ay+(y-^Y-(lx+my+nr=0. 

Cette  équation  (3),  exprimant  une  relation  constante  eniieles 
coordonnées  de  chaque  point  de  Pellipse,  n'est  autre  chose 

• 

chose  que  l'équation  même  de  cette  courbe  ;  elle  doit,  par 
suite  y  être  identique  à  Téquation  (i).  Mais  Téquation  (1)  ne 
renferme  pas  le  rectangle  xy,  tandis  que  dans  Téquation  (% 
ce  rectangle  existe  avec  le  coefficient — 22m;  il  faut  donc  que 
Ton  ait  /m=0,  c'est-à-dire,  /=0  ou  m=0. 

Supposons  m = 0  ;  alors  8  sera  une  fonction  linéaire  de  x 
seule.  L'équation  (2)  donne  : 

8«  =  a?'  — 2âa?  +  a*  +  »*  — %  +  6*; 
en  i^mplaçant  y  par  sa  valeur  tirée  de  (i),  savoir  : 


y=-  V^a»— j?r 


il  vient: 


8«==a?»— 2aj?-fa*4-  — (a«  — a?')— 26-  s/a*—x^  +  ^' 

Puisque  8  doit  être  rationnelle,  il  f{|ut  à  fortiori  que  ^  k 
soit;  ce  qui  exige  que  Ton  ait  6  =  0,  c'est-à-dire  que  les 
foyers  soient  situés  sur  l'axe  des  a:.  L'expression  de  8*  devient 
alors  : 

a*  — 6* 

8»=: _I-x«  — 2aa;  +  a*-f  6»; 

or 
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pour  que  te  second  membre  soit  un  carré  parfait ,  il  faut  et  il 
suflSt  que  Pon  ait  : 

d'où  Pon  tire: 


a»=a«  — 6« 


et 


a  =  ±v/a*  — 6'. 


La  valeur  de  a  li'est  réelle  que  si  a  est  plus  grand  que  b  j 
et,  dans  cette  hypothèse,  nous  obtenons  deux  foyers  situés  sur 
le  grand  axe  à  une  distance  du  centre  égale  à  v/a' — 6*. 

En  supposant  1=0  on  trouverait,  par  un  calcul  identique 
au  précédent  : 


a=:0 


et 


6  =  ifcv^6*.— o*; 


cette  valeur  de  6  n'est  réelle  que  dans  le  cas  de  h>a  et  on 
est  iéi  conduit^  comme  dans  la  première  hypothèse,  à  con-» 
stater  l'existence  de  deux  foyers  situés  sur  le  grand  axe;  ce 
sont  les  seuls  que  l'ellipse  puisse  avoir  dans  son  plan. 
Supposons  a  >  6;  si  Ton  décrit  (fig.  81)  nne  circonfé- 
rence de  rayon  a  et  dont 
le  centre  soit  Tune  des 
— '^^  extrémités  du  petit  axe, 

cette   circonférence   cou- 

pera  le  grand  axe  en  deux 

points  F  et  F  qui  seront 
les  foyers  de  Tellipse.  En 
posant  c  =  y/a* — i' ,  la 
quantité  2c  sera  la  distance 
fig,  81.  des  foyerS)  ou,  comme  l'on 

c 
dit  aussi,  la  distance  focale.  Le  rapport  -  de  la  distance  focale 

au  grand  axe  est  dit  YexceniridJté  de  l'ellipse  (voir  n^  9)4 
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133.  Remplaçant  successivement  «  par  +e  et  par  — tf 

dans  l'expression  de  S',  on  am*a  : 

Les  distances  FM  et  FM^  qu'on  nomme  rayanê  vecteiar$f  sont 
des  quantités  positives;  d'ailleurs  x  ne  peut  pas  surpasser  a, 
et  c  est  toujours  moindre  que  a;  donc  on  a  : 


ex 
FM  =  a— — , 
a 


F'M=a  + 


En  faisant  la  somme  ^  on  trouve  : 


ex 

« 

a 


FM  +  FM  =  2a. 

Ce  qui  montre  que  (n""  i)  la  somme  des  rayons  f)eetms, 
menés  des  foyers  à  un  point  quekonqtie  de  V ellipse,  est  con- 
stante et  égale  au  grand  axe. 
Il  est  bon  de  remarquer  que  Tellipse  sépare  les  points  du 

plan  dont  la  somme  des  rayons  vec- 
teurs est  supérieure  au  grand  axe, 
de  ceux  pour  lesquels  cette  somme 
1^  est  inférieure  au  grand  axe;  en 
d'autres  termes ,  si  F  et  F  sont  les 
foyers  d'une  ellipse  dont  le  grand 
flg.  s«.  axe  est  2a  (fig.  82),  on  a,  pour  tout 

point  P  extérieur  y  FP + F'P  >  2a  ,•  et ,  pour  tout  point  ?'  inté- 
rieur à  la  courbe,  FF  +  FT'  <  2a. 
En  efifet,  dans  le  premier  cas^  si  Ton  joint  le  point  F  su 
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point  M  où  FT*  rencontre  la  courbe,  le  triangle  FMP  donnera  : 

FP  +  PM>FM. 

Ajoutant  FTVf  de  part  et  d'autre ,  puis  observant  que  FM + F'M 
=  2a,  il  viendra: 

FP  +  FT  >  2a. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  prolonge  FT'  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  la  courbe  et  que  Ton  joigne  FM,  le  triangle  FPM 
donnera: 

FF<FM  +  FM; 

ajoutant  FT'  de  part  et  d'autre ,  on  auray 

FP'  +  FT'  <  2a. 

154.  La  propriété  démontrée  au  n*  133  fournît  un  moyen 
très-simple  de  construire  par  points  une  ellipse  dont  on  con- 
naît le  grand  axe  et  les  foyers. 

Soient  en  effet  F  et  F'  les  foyers  et  2a  la  longueur  donnée 
du  grajid  axe.  Joignons  F'F  (fig.  83)  et  prenons^  à  partir  du 

milieu 0  de  cette  droite,  OA=€A' 
=a,-  les  points  A  et  A'  seront  les 
sommets  de  l'ellipse.  £n  outre, 
comme  la  somme  des  distances  d'un 
même  point  de  la  courbe  aux  deux 
foyers  est  égale  à  A'A,  on  voit  que  si 
l'une  de  ces  distances  est  AG ,  l'autre 
sera  À'C .  Si  donc  on  prend  un  pdînt  C  quelconque  sur  A'A,  entre 
F  et  F,  puis  que  l'on  décrive,  des  foyers  F  et  F'  comme  centres, 
deux  circonférences  qui  aient  respectivement  AG  et  A'C  pour 
rayons,  les  points  d'intersection  M  et  M'  appartiendront  à 
Tellipse.  Les  deux  circonférences  dont  nous  parlons  se  cou- 
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peront  toujours^  car  il  est  évident  quç  la  distance  des  centres 
FT  est  moindre  que  la  somme  Â'Â  des  rayons  et  plus  grande 
que  la  différence  A'C — AC  ou  200  de  ces  mêmes  rayons.  En 
donnant  au- point  G  diver$es  positions  surFT^  on  pourra 
construire,  comme  il  vient  d'être  indiqué^. autant  de  points 
qu'on  voudra  de  l'ellipse.  Quand  on  connaîtra  ainsi  des  points 
assez  nombreux  et  assez  rapprochés  les  uns  des  autres ,  on 
les  joindra,  par  i^n  trait  continu  et  l'ellipse  sera  tracée  par 
pçints. 

La  même  propriété  permet  de  tracer  l'ellipse  par  un  mou* 
vement  continu.  Si  en  effet,  après  avoir  marqué  les  foyers  F 
et  F'^  on  prend  un  iil  dont  la  longueur  soit  exactement  égale 
à  2a ,  que  Ton  fixe  aux  foyers  les  extrémités  de  ce  fil  et  qu'on 
le  tende  par  le  moyen  d'un  style  muni  d'un  crayon  ou  d'un 
tire-ligne  ;  en  faisant  mouvoitr  le  style,  de  manière  que  le  fil 
soit  toujours  tendu ,  l'ellipse  se  trouvera  décrite  par  le  crayon 
ou  le  tire-ligne. 

DIRËCHKICSS.— *LËS  DISTANCES  DE  CHAQUE  POmT  DE  I'eLLIPSE  A  l'uN 
DES  FOYERS  ET  A  LA  DIREGTIUGE  VOISINE  DR  CE  TOTER  SONT  ENTBB 
ELLES  COMME  LA  DISTANCE  DE^  FOYERS  EST  AU  GRAND  AXE. 

155.  Soit  M(â?y  i^)  un  point  de  l'ellipse 

ayH-6*ar*=:a«6S 

rt^pportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  supposons  a  >  6 ,  et 
soient  F  et  F  les  deux  foyers  (fig.  84),  on. a  (n*^  13^: 

FM  =  a^— .,        FM  =  a  +  — . 
a  a 

Soient  GH  et  G'H'  les  droites  qui  ont  pour  équations: 
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ex 
a =  0, 


,  ex 


=  0; 


les  distances  MP  et  MF  du  point  M  à  ces  droites  auront  pour 
valeurs  : 

ex 


a 


MP  = 


c 
a 


MF  = 


,  ex 
g 
c 
a 


par  suite^  on  a:' 


MP'^a' 


PM_c 
MF  ■"  a 


Les  droites  <jH  et  GTf'  sont  dites  les  direetrices  de  l'ellipse; 
ces  directrices^  parallèles  à  Taxe  des  y  y  sont  à  une  distance  du 

centre  égale  à  —,  et  l'on  voit  que  :  le  rapport  des  distances 

c 

d'un  point  de  la  courbe  au  foyer  et  à  la  directrice  voisine  ou 
correspondante  est  constant  et  égal  à  V excentricité. 


12 
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ÉQUATION  DE  LA  TANG^OIE  ET  DE  LA  NORMALE  EN  UN  POINT  DE 
L*ELLIPSE. — LE  POINT ,  OU  LA  TANGENTE  RENCONTRE  UN  DES  AXES 
PROLONGES^  EST  INDEPENDANT  DE  LA  GRANDEUR  DE  l' AUTRE  AXE.— 
CONSTRUCTION  DE  LA  TANGENTE  EN  LTÎ  POINT  DE  l'eLLIPSE  AU  MOYEN 
DE  CETTE   PROPRIÉTÉ. 

156.  Soit 

réqiiatiôn  d'une  ellipse.  Les  dérivées  du  premier  membre 
par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  y  sont  26*a:  et  âo^j;  il 
s'ensuit  (n"  120)  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au 

point  [x'f  y')  est —  ^-^7  ou 5-7 ,  et  que  celui  de  la  normale 

ÙU 

est  -r^,  ;  d'après  cela  l'équation  de  la  tangente  sera  : 


6V 


et  ceUe  de  la  normale  : 

6V 
La  valeur  absolue  du  coefficient  angulaire r-r  croît 

de  ?éro  k  Fîn&ii,  quand  le  point  (i',  y*)  situé  d'abord  sur 
Taxe  des  j/,  s'en  éloigne  pour  venir.se  placer  sur  Faxe  des  x. 
On  en  coadut  que  la  tangente,  en  un  quelconque  des  quatre 
sommets^  est  perpendiculaire  à  Taxe  qui  passe  par  ce  sommet. 
L'équation  de  la  tangente  peut  s'écrire  : 

«'s'y  +  b^^'^  =  a  V'  +  6'^'*  ; 

ou,  à  cause  de  oy*  +  6V*  =  a'6% 
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Si  Ton  y  feit  successivement  y  =  0,  puis  a?  =0,  il  vient  : 


odx  =  a',      d'où       a:  =  -7 , 

X 


puis 


yV=6%      d'où 


6« 


a 


-7  est  l'abscisse  du  point  où  la  tangente  coupe  l'axe  des 

X     r 

X,  oette^  absdsse  ne  dépend  pas  da  la  grandeur  de  6;"  de 
même  Tordonnée  -7,  du  point  où  la  tangente  coupe  l'axe 

y 

des  y  y  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  a.  Il  résulte  de  là 
que^  si  Von  çûmidêr^  une  iérie  d^  ellipses  ayant  un  axe  com- 
mun, que  l'on  mène  une  perpendiculaire  à  cet  axe  et  que,  par 
les  points  où  cette  perpendiculaire  coupe  chaque  ellipse,  on 
mène  des  tangentes  à  cette  ellipse;  toutes  ces  tangentes  iront  con- 
courir en  un  même  point  du  prolongement  de  Vaxe  commun. 
137*  Le  théreomè  que  nous  venons  d'établir  donne  un 

moyen  très-simple  de  con  - 
struire  la  tangente  à  l'el- 
N  lipse,  en  un  point  donné  de 

cette  courbe.  Soient  M  le 
point  donné  (fig.  85)  et 


^  AA'  l'un  des  axes  de  l'el- 
lipse j  décrivons  un  cercle 
sur  AA'  comme  diamètre, 
Y  abaissons  MP   perpendi- 

flg.  85.  culaire  sur  AA'  et ,  par  le 

point  N,  où  cette  perpendiculaire  coupe  le  cercle,  menons 
à  ce  cercle  la,  tangente  NTj  joignons  enfin  le  point  M  au 
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point  T,  où  NT  coupe  AA'  3  la  ligne  NT  sera  la  tangente  de- 
mandée. Cela  résulte  évidemment  de  ce  que  le  cercle^  que 
nous  employons^  peut  être  regardé  comme  une  ellipse  ayant, 
avec  la  proposée ,  un  axe  commun. 

Remarque.  Le  même  théorème  donne  un  moyen  de  mènera 
l'ellipse  une  tangente  par  un  point  extérieur;  mais  conune  nous 
indiquerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  des  méthodes  plus  simples 
pour  cet  objets  nous  nous  bornerons  à  cette  indication. 

LES  RATONS  VECTEURS^  MENis  DES  FOYERS  A  UN  POINT  DE  l'eIXIPSB; 
FONT  AVEC  LA  TANGENTE  EN  CE  POINT  y  ET  d'uN  IffillB  oM  DB 
CETTE  LIGNE  ^  DES  ANGJJIS  EGAUX.  —  LA  NORMALE  DIVISE  EN  D8CX 
PARTIES  ÉGALES  l'aNGLE  DES  RATONS  VECTEURS.  CETTE  PROPRIBTJ 
PEUT  SERVIR  A  MENER  UNE  TANGENTE  A  l'eLUPSE  PAR  UN  POINT 
PRIS  SUR  LA  COURBE  OU   PAR  UN  POINT  EXTÉRIEUR. 


138.  Soit 


ay  +  6V  =  a«6S 


réquation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes, 

et  supposons  a>b;  soit 
MT  (fig.  86)  une  tangente 
qui  rencontre  le  grand  axe 
au  point  T.  Si  Ton  fait 
c  =:s/a* —  b^y  le  rayon  vec- 
teur MF  aura  pour  équa- 
tion": 


T      X 


flg.  86. 


y 


=3^(^-^); 


a? — c 


a' 


les  coordonnées  du  point  T  sont  y =0  et  a:  =  -75  la  distance 

oc 
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de  ce  point  au  rayon  MF  sera  donc 


ay' 


a  — 


ex 
a 


^  sly'^  +  [x'—cf 


«»' 


ex 


ou  simplement  -^ ,  puisque  l'on  a  a =V^y"+(^' — ^)'. 

L'équation  du  rayon  vecteur  MF  se  déduit  de  celle  de  MF 
en  changeant  c  en — c ,  d'où  il  suit  que  la  distance  du  point 

T  à  MF  a  aussi  pour  valeur -=7.  On  voit  p^r  là  que  le  point  T 

X 

est  également  distant  des  deux  rayons  vecteurs;  il  est  clair 
qu'il  n'est  pas  dans  Tangle  de  ces  rayons  ;  donc  il  appartient 
à  la  bissectrice  de  l'angle  que  fonhe  l'un  d'eux  avec  le  pro- 
longement  de  l'autre  ;  donc  la  tangente  MT  n'est  autre  chose 
que  cette  bissectrice.  En  d'autres  termes^  la  tangente  fait 
des  angles  égaux  avec  les  rayons  vecteurs  du  point  de  con- 
tact;  et  il  en  résulte  que  la  normale  divise  en  deux  parties 
égales  Vangle  de  ces  rayons  vecteurs, 

159.  Le  théorème^  que  nous  venons  d'établir^  donne  un 
moyen  de  mener  une  tangente  à  l'ellipse  :  par  un  point  pris 
sur  la  courbe ,  ou  par  un  point  extérieur. 
Supposons  d*abord  qu'il  s'agisse  dç  mener  la  tangente 

en  un   point    M    d'une    ellipse 
(fig.  87).  Tirons  les  rayons  vecteurs 
MF  et  MF';  prolongeons  l'un  d'eux, 
MF  par  exemple^  d'une  quantité 
MG  égale  à  l'autre,  joignons  GF'  et 
abaissons  du  point  M  la  perpendi- 
culaireTMP  sur  F'G;  cette  perpendi- 
culaire sera  la  tangente  demandée. 
En  effet,  le  triangle  F'MG  étant  isocèle^  la  perpendiculaire, 
abaissée  du  sommet  sur  la  base,  partage  l'angle  FTMG  en  deux 
parties  égales  ;  on  a  donc  FMP=  GMP.  Mais  les  angles  GMP 


fig.  87. 
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et  TMF  sont  égaux  comme  opposés  par  le  sommet;  donc 
F'MP = FMT ,  donc  MT  est  tangente. 

Remarque.  Si  Ton  joint  le  centre  0,^  milieu  de  FF,  au  point 
P  qui  est  le  milieu  de  FG ,  K  droite  OP  sera  parallèle  à  FG  et 
égale  à  la  moitié  de  FG,  c'est-à-dire  à  a.  Il  résulte  dé  là  que 
la  distance  du  centre  de  V ellipse  aux  pieds  des  perpendicur 
lairés,  abaissées  d^ûn  foyer  sur  les  tangentes,  est  constante  ^ 
égale  au  demi  grand  axe;  ou,  en  d^autres  termes,  fe  Iteii 
géométrique  des  pieds  desperp0hdiculaireSf  abaissées  des  foyers 
d'une  ellipse  sur  les  tangentes,  est  la  circonférence  décrite  m 
le  grand  axe  comme  diamètre. 

140.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  une  tangente  à 
Tellipse  par  un  point  T  extérieur  à  la  courbe  (fig.  88).  Supposons 
pour  un  moment  le  problème  résolu  ;  soient  TM  la  tangente 
demandée  et  M  le  point  de  contact.  Tirons  les  rayons  vecteurs 
MF,  MF'  et  prolongeons  Vun  d'eux,  MF  par  exemple^  d'une 

quantité  MG  égale  à  l'autre;  joi- 
gnons ensuite  FG,  FT  et  GT. 
La  tangente  MT,  divisant  en  deux 
parties  égales  Tangle  bu  sommet 
.du  triangle  isocèle  FTtf6,sera 
perpendiculaire  à  GF'  et  passera 
par  le  milieu  P  de  cette  Kgne; 
flg.   88.  on  aura,  par  suite,  TG=TF'; 

d'ailleurs  FG=2à;  donc  le  point  G  peut  être  déterminé 
par  l'intersection  de  deux  circonférences.  Tune  décrite  du 
foyer  F  comme  centre  avec  le  rayon  2a,  Tautre  décrite  du 
point  donné  T  comme  centre  avec  le  rayon  TF'.  Le  point  G 
étant  connu,  on  le  joindra  au  foyer  F,  et  Von  abaissera  du 
point  f  la  perpendiculaire. TP  sur  FG;  cette  perpendicu- 
laire sera  \$l  tangente  demandée ,  et  le  point  M ,  où  elle  ren- 
contre FG ,  sera  le  point  de  contact. 
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En  efifet,  on  a,  par  construction  TG=TP',  donc  TP  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FG;  donc  MP'=MG,  et 
par  conséquent  MF  +  MF'  =  2a ,  ce  qui  prouve  déjà  que  le 
point  M  eçt  aur  l'ellipse.  En  second  lieu  Tangle  F'MP=GMP 
=PMT  ;  donc  MT  est  tangente. 

Nous  avons  vu  que  le  point  G  est  déterminé  par  Ptntersec- 
tion  de  deux  circonférences  ;  OT  deux  circonférences  se  ren- 
contrent généralement  en  deux  points ,  il  y  a  donc  detix 
solutions,  et  par  le  point  donné  T  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes à  l'ellipse,  n  est  facile ,  en  effet ,  de  démontrer  que 
les  deux  circonférences  décrites  des  points  f"  et  T  comme 
centres ,  avec  des  rayons  égaux  à  2a  et  à  TF  respectivement^ 
se  rencontrent  toujours  en  deux  points ^  si,  comme  nous  le 
supposons,  le  point  T  est  extérieur  à  Tellipse.  Joignons  FT  ;  le 
point  T. étant  extérieur  à  Tellipse,  on  a  2a<TF  +  TP'; 
d'ailleurs  dans  le  triangle  TFF'  on  a  TF  <FF  +  TF'  et, 
àprHoriy  TF  <2a  +  TF'.  Cela  prouve  que  nos  deux  circon- 
férences se  rencontrent  toujours  en  deux  pointé,  car  la  dis- 
tance des  centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayons,  et 
le  plus  grand  rayon  est  moindre  que  la  somme  du  plus  petit 
et  de  la  distance  des  centras. 

Si  le  point  T  était  sur  Tellipse,  on  aurait  2a=TF  +  TF; 
alors  le  plus  grand  rayon  serait  égal  à  l'autre  augmenté  de 
la  distance  des  centrés,  et  les  deux  circonférences  se  touche- 
nient  intârieurement.  Dans  ce  cas  il  n'y  a  plus  qu'une  seule 
tangente,  et  l'on  retombe  sur  la  construction  donnée  précé- 
demm^t. 

Si  le  point  T  était  intérieur  à  l'ellipse ,  on  aurait  2a  > 
TF+TF'  ;  alors  l'un  des  rayons  serait  plus  grand  quç  l'autre^ 
augmenté  de  la  distance  .des  centres  ;  les  d^ux  circonférences 
suaient  intérieures  l'une  ^  l'autre,  £t  il  n'y  aurait  plus  de 
tangente. 


.  -^ 
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144.  La  propriété  démontrée  au  n""  138  fournit  encore  un 
moyen  très-simple  de  mener  à  l'ellipse  une  tangente  panDëe 

à  une  droite  donnée.  Soient  F  et 
F'  les  foyers  de  l'ellipse  (Sg.  f») 
et  CD  lac  droite  à  laqudle  la  tan- 
gente doit  être  parallèle.  Si  le 
problème  était  résolu^  que  PT 
fût  la  tangente  demandée  et  Mie 
point  de  contact;  en  joignant  PH 
et  prenant  sur  cette  dirodion 
flg.  89.  FG = 2a ,  la  ligne  WG  serait  pw- 

pendiculaire  sur  TP  et  par  suite  sur  CD.  Il  résulte  de  là  que  le 
point  G  peut  être  déterminé  par  l'intersection  de  la  perpendi- 
culaire^ Abaissée  de  F'  sur  CD^  avec  la  circonférence  de  rayon  2a 
et  décrite  du  point  F  comme  centre.  Le  point  6  étant  connu^ 
on  mènera,  par  le  milieu  P  de  GF,  la  droite  PT  parallèle  à 
CD;  cette  parallèle  sera  la  tangente  demandée  et  le  point  M, 
où  elle  rencontrera  GF,  sera  le  point  de  contact. 

En  effet,  joignons  MF':  la  ligne  PT  étant  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  GF  par  construction,  on  a  GMsrFIA;  donc 
MF  4"  MF' = 2a;  ce  qui  prouve  déjà  que  le  point  M  est  sur 
Fellipse.  En  second  lieu  l'angle  F'MP=GMP=FMT;  donc 
PT  est  tangente. 

Le  point  G  est  déterminé  par  l'intersection  d'une  droite  et 
d'un  cercle ,  lesquels  se  coupent  généralement  en  deux  points. 
Il  peut  donc  y  avoir  deux  solutions;  or  je  dis  que  les  deux 
solutions  ont  lieu  dans  tous  les  cas ,  en  effet  le  rayon  du  cercle 
2a  est  plus  grand  que  FF'  et,  é  fortiori  y  plus  grand  que  la 
distance  de  son  centre  F  à  la  droite  F'G. 

Remarque,  La  cotistruction  de  la  tangente,  dans  les  trois 
cas  que  noifs  venons  d'examiner,  ne  suppose  pas  que  la  courbe 
soit  tracée;  il  suffit  de  connaître  les  foyers  et  la  longueur  du 
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grand  axe.  Quand  on  construit  une  ellipse  par  points ,  il  est 
convenable  de  mener  les  tangentes  aux  points  qu'on  a  déter- 
minés ;  elles  permettent  d'obtenir  un  dessin  plus  exact.  # 

ÉqiMiion  de  la  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 

142.  Soient 

aY  +  b^x^  =  a»6» , 

l'équation  d'une  ellipse^  et 

l'équation  de  la  droite  à  laquelle  la  tîfngente  demandée  doit 
être  parallèle.  Désignons  par  x'  et  y'  les  coordonnées  .in- 
connues du  point  de'contact;  l'équation  de  la  tangente  sera  : 

y  y 

et,  pour  déterminer  les  inconnues  x'  et  i/^  on  a  les  deux 
équations  : 

on  en  tire: 


ip'  =  —  ■         et     y'  = 


L'équation  demandée  est  donc 


y = mx  +  y/a^m^  -{•  6*, 

En  donnant  successivement  au  radical  le  signe  -{-  et  le 
signe — ,  on  aura  les  équations  de&  deux  tangentes  parallèles 
à  la  droite  donnée. 
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Remarfue.  Bi  Pou  considère  la  quantité  m  comme  sus- 
ceptible de  reèerdr  tçmtes  les  valeurs  possibles^  la  précédente 
équation  représentera  toutes  les  tangentes  à  Fellipse  pro- 
posée.  C'est  80US  cette  forme  qu'il  convient  de  prendre  les 
équations  des  tangentes,  dans  les  questions  où  les  points  de 
contact  ne  jouent  aucun  rôle. 

143.  On  peut  résoudre  la  même  question  par  de^  consi- 
dérations différentes,  et  que  nous  croyons  devoir  indiquer  ici 
à  cause  de  leur  grande  généralité.  Soit 

l'équation  d'une  sécante  de  l'ellipse.  Si  Ton  imagine  que 
cette  sécante  se  meuve  en  restant  parallèle  à  elle-même,  et 
de  manière  que  les  deux  points  d'intersection  avec  la  courbe 
se  rapprochent  indéfinioient  l'un  de  l'autre,  il  est  évident  qu'à 
la  limite  la  sécante  sera  tangente;  donc,  pour  que  l'équation 
écrite  plus  haut  représente  une  tangente,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  n'ait  qu'une  seule  solution  commune  avec  l'équation , 

de  la  courbe;  cela  revient  à  dire  que  l'équation,  résultant  de 
réiimination  de  y  entre  les  deux  équations  précédetites,  savoir  : 

{à'm*  +  6*)a?«  +  2a»wtw:  +  a*(n*  —  6«)  —  0 , 

doit  avoir  deux  racines  égales.  En  exprimant  cette  condition , 
il  vient: 

d'où  Ton  tire  : 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu, 
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Équation  de  la  tangente  menée  par  «m  poini  exUrieur. 
144.  Soient^ 

réquation  de  Tellipse  donnée ,  et  (x',  y')  le  point  donné ,  par 
lequel  il's'agit  de  mener  une  tangente  à  la  courbe.  Si  le  point 
de  contact  (af',  y'^)  était  connu ,  l'équation  de  la  tangente  de- 
mandée serait 

aYy  +  bWx  =  a''b\ 

Mais  cette  tangente  passant  par  le  point  donné  [xf,  y[),  on  doit 
avoir  identiquement  : 

et  on  a  en  outrée 

les  deux  précédentes  équations  détermineront  x"  et  y",  et  le 
problème  sera  résolu.  Nous  n'acBevons  pas  le  calcul ,  parce 
que  nous  présenterons  tout  à  l'heure  le  résultat  d'une  manière 
plus  simple.  Mais  les  équations,  que  nous  venons  d'écrire,  vont 
nous  conduire  à  une  conséquence  qu'il  est  important  de  re- 
marquer. Puisqu'on  a  l'identité 

il  s'ensuit  que  le  ;poiiit  de  contact  (â^'Vv'O  ^^  ^i^^^  ^^  ^^ 
droite  qui  a  pour  équation  : 

a^y  +  6Va?  =  a*6'  ; 

et,  comme  on  peut  mener^  par  le  point  {x',  y'),  deux  tangentes 
à  l'ellipse ,  la  précédente  équation  représente  la  dtoiie  qui 
joint  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  nvee  la  CDurbe, 
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IjC  problème,  de  mener  une  tangente  à  Tellipse  par  un  point 
extérieur,  se  ramène  évidemment  à  construire  cette  corde  de 
contact  qu'on  peut  obtenir  très-simplement^  comifne  on  le  verra 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage. 

145.  Désignons,  comme  précédemment,  par  (x'jyf)\e 
point,  par  lequel  il  faut  mener  une  tangente  à  Tellipse;  l'équa- 
tion de  cette  tangente  sera 

(!)  yzrztnx-}-  ^a^m*  +  6*  ; 

le  coefficient  angulaire  inconnu  m  devra  satisfaire  à  l'équa- 
tion do  condition 


(J)  y'  =  »ix-+vVm*  +  6S 


# 


oii  le  radical  doit  être  pris  avec  le  même  signe  que  dans  l'é- 
quation (l)«  En  éliminant  ce  radical  par  le  moyen  de  Téqua- 
Uim  vi\  l\^quation  (1}  peut  s'écrire: 

Ei^  outit".  »  Ton  fiiut  dispandtre  le  radical  de  Téquation  (î), 
<4  tVMi  M  tm^: 


\V  t)^i  i^mw^  dV<t«^  k^  «piqpnftMMK  des  deux  tangentes 

$ii  W^  IH'^M  ^^  <\%tirwr  3^  T^A^.  o^wwar  on  Fa  supposé; 
%^  1^  itt<M^^wiw<wi  ^lirtrîSi  «S  =^  —  li*x  " — «V  ^  41  ;  tes  «tans 
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de  m  sont  égales,  si  le  point  est  sur  la  courbe;  enfin  elles 
sont  imaginaires^  si  le  point  est  dans  l'intérieur  de,  la  courbe. 
Il  résuite  de  là  qu'une  tangente  à  Tellipse  n'a  aucun  point 
situé  dans  Tintérieur  de  la  courbe;  en  d'autres  termes^  Teilipse 
est  située  tout  entière  d*un  même  c&té  de  chacune  de  ses  tan- 
gentes. 

DIAMÈTRES.— ^LES  GORDÉs^  Qu'uN  DIAMÈTRE  DIVISE  EN  PARTIES  i&ÀLBBy 
SONT  PARALLELES  A  LA  TANGENTE  MEN^E  PAR  L'EXTR^MITi  DE  CE 
DIAMÈTRE.  ^ 

146.  Soit 

réquation  de  l'ellipse.  Les  dérivées  du  premier  membre ,  par 
rapport  kxd  par  nqpport  à  y  y  sont  ^h^x  et  ^'y  ;  par  suite  le 
diamètre  correspondimt  aux  cordes  parallèles^  qui  ont  m  pour 
coefficient  angulaire  ^  sera  (n**  i08) 

6' 

a*iny  +  6*a?  ;=  0 ,        ou       y=r r— ar. 

a*fn 

» 

On  voit  inmiédiatepient  :  lo.que  tous  les  diamètres  passent 
par  le  centre;  *  que  toute  droite,  passant  par  le  centre,  est 
un  diamètre  ;  résultats  que  nous  avons  déjà  obtenus  (n*^  108). 
Rem£u*quons  encore  que,  si  m'  désigne  le  coeflteient  angulaire 
du  diamètre  correspondant  aux  cordes  dont  le  coeflScient  an- 
gulaire est  m  y  on  a: 


9 


m  = ;— ,      ou      mm' =  — — ; 

arm  a' 

cette  dernière  équation  exprime  la  condition  pour  que  les 

diamètres 

y  =  mXf        y  =  m'x 

soient  conjugués. 
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147.  Soit  Mlâ^^y')  un  point  quelconque  de  l'ellipse;  le 
coefScient  angulaire  de  la  tangente  en  M  est 5-7;  celui 

du  diamètre  qui  passe  par  le  point  M  est  ^.  Le  produit  de 

6* 
ces  deux  coeflScients  est -\  donc  les  cordes,  qu'un  diamètre 

divise  en  parties  égales  y  sont  parallèles  à  la  tangente  menée 
par  l'extrémité  de  ce  diamètre. 
CJdlte  propriété  fournit  un  moyen  de  mener  une  tangente: 

i""  par  un  point  donné  sur 
la  courbe,  à»  parallèlement 
à  une  droite  dcmnée. 

i^SdtMtepdntderel- 
lipse  (flg.  90)  par  lequel  il 
faut  mener   la  tangente. 
Menons  le  diamètre  VM  et 
tL%.  90.  une  corde  KH  parallèle  à 

MM';  menons  ensuite  le  diamètre  NN'  conjugué  de  MM' et 
qui  passe  par  le  milieu  de  KH;  menons  enfin  MT  parallèle 

à  NN'  :  ce  sera  la  tan- 
gente demandée* 
2*  Soit  CD(fig.  9i)la 
^   droite  donnée,  parallèle  à 
la  tangente  qu'il  faut  ecwe 
struire;  menons  une  corde 
HK  parallèle  à  CD  et  ti- 
rons le  diamètre  MM',  par 
H'  »i.  le  milieu  de  HK;  menons 

enfin  MT  et  MT"  parallèles  à  CD  ;  ces  deux  droites  auront  les 
ti^ngentes  demandées. 
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CORDES  SUPPLEMENTAIRES.  —  ON  PEUT,  AU  MOYEN  DES  CORDES  SUP- 
PLÉMENTAIRES, MENER  UNE  TANGENTE  A  l'eLLIPSE,  PAR  UN  POINT 
DONNE  SUR  LA  COURBE  ,  OÙ  PARALLÈLEMENT  A  UNE  DROITE  DONNEE. 

148.  On  nomme  eorde$  mpplémeniaires  de  Tellipse  deux 
cordes^  qui  joignent  un  point  quelconque  de  la  courbe  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre. 

n  existe^  enirâ  les  coefficients  angulaires  de  deux  cordes 
supplémentaires^  une  relation  qu'il  est  utile  de  conn^tre. 
Soit  D'D  (fig.  92)  un  diamètre  de  Uellipse 

et  eonsidéMmi  let  deux  cordes  supplémentaires  MD  et  MD', 


qui  joignent  on  point  M(â?,y)  de  la  courbe  aux  extrémités  du 
diimètre  IXD.  Désignons  par  af  et  y'  les  coordonnées  du  point 
D;  celles  du  point  D*  seront  alors  — af  et  — y'.  Cela  posé, 
les  coefficients  angulaires  des  cordes  MD   et   MD'   sont 

2 — i  et  ,;  leur  produit  est  donc^-; — ^.  Mais,  des 

x-^x       x-^x  x^ — x^ 


équations 
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on  déduit^  par  la  soastraction^ 

rp" — ap'*  a*' 

Donc  le  produit  des  coefficients,  angulaires  de  dieux  cordes 

supplémentaires  est  constant  et  égal  à ^. 

Réciproquement,  si  le  produit  des  coefficients  angulaires  de 

deux  cordes  MD  et  MD'  est r  et  que  ces  cordes  aient  une 

a*      • 

extrémité  commune  M^  elles  sont  supplémentaires.  Gar^  soient 

.  m  le  coefficient  angulaire  de  MD ,  m'  le  coefficient  angulaire 

de  la  corde  supplémentaire  de  MD^  menée  par  le  point  M;  on 

aura  mm' = -;  donc  m' est  aussi  le  coefficient  angulaire 

de  MD';  par  suite,  MD'  est  la  corde  supplémentaire  de  MD. 

On  ferait  voir^  par  un  raisonnement  semblable^  que  si  deux 
cordes  partent  des  extrémités  d'un  même  diamètre  et  que  le 

produit  des  coefficients  angulaires  de  ces  cordes  soit-> — ;,  ces 

deux  cordes  sont  supplémentaires. 

149.  Soient  NN'  (fig.  93)  un  diamètre  quelconque  de 

l'ellipse  et  6  un  point  de  la  courbe  ; 
menons  les  cardes  supplémentaires 

GN,  GN',  menons  ensuite  le  demi- 

T  diamètre  OM  parallèle  à  la  corde 

GN'  et,  par  le  point  M,  la  tangente 

ST  à  la  courbe;  je  dis  que  ST  est 

parallèle  à  GN  ;  en  effet,  le  produit 

fig.  93.  des  coefficients  angulaires  de  6N 

et  GN'  est  égal  au  produit  des  coefficients  angulaires  de  OM 
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et  de  ST;  d'ailleurs  OM  et  GN'  ont  même  coefficient  angu- 
laire, donc  GN  et  ST  ont  aussi  même  coefficient  angulaire,  et 
par  suite ,  sont  parallèles. 

Ce  qui  précède  fournit  un  moyen  de  mener  une  tangente 
à  l'ellipse  par  un  point  pris  sur  la  courbe,  ou  parallèlement 
à  une  droite  donnée. 

1°  Soit  M  (  fig.  93)  le  point  de  la  courbe  par  où  il  faut 
mener  la  tangente;  tirons  le  diamètre  OM  et  une  corde 
quelconque  GN'  parallèle  à  ce  diamètre  ;  menons  ensuite,  par 
le  point  N'  le  diamètre  N'N,  tirons  GN  et  par  le  point  M  menons 
ST  parallèle  à  GN.  Cette  ligne  sera  la  tangente  demandée. 

^  Tirons  une  corde  GN  quelconque  parallèle  à  la  tangente 
demandée.  Menons  le  diamètre  N'N  et  joignons  GN',  menons 
enfin  le  diamètre  MM'  parallèle  à  GN'  et,  par  les  extrémités  de 
ce  diamètre,  des  parallèles  à  GN;  ces  parallèles  seront  les  tan- 
gentes demandées. 

DIAMÈTRES   CONJUGUES. 

ISO.  Nous  avons  vu  (n»  146)  que  toute  droite  passant  par 
le  centre  de  Tellipse  est  un  diamètre,  et  que  deux  diamètres 
sont  conjugués,  lorsque  le  produit  de  leurs  coefficients  angu- 

laires  est  égal  à ;;  on  peut  arriver  à  ces  résultats,  en  se 

plaçant  à  un  autre  point  de  vue  qu'il  est  utile  d'indiquer. 
Effectivement,  si  Von  rapporte  l'ellipse  à  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques,  il  est  évident  que  l'équation  de  la  courbe 
ne  renfermera  ni  le  rectangle  des  variables  ni  les  termes  du 
premier  degré;  réciproquement,  quand  Téquation  d'une 
ellipse  ne  renferme  pas  les  termes  dont  on  vient  de  parler, 
les  axes,  auxquels  la  courbe  est  rapportée,  sont  des  diamè- 
tres conjugués.  On  voit,  d'après  cela,  que,  pour  trouver  les 

13 
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diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ^  il  suflSt  de  déterminer  tous 
les  systèmes  d'axes  de  coordonnées,  pour  lesquels  l'équation 
de  la  courbe  a  la  forme: 

L'ellipse  étant  d'abord  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes^ 
soit 

(1)  ay  +  6'a:«=aW, 

son  équation.  Les  formules  à  employer,  pour  passer  à  un  sys- 
tème d'axes  quelconques  ayant  même  origine  que  les  axes 
actuels,  sont 

ir=a/cosa-f-y'costt',      y  =  j/sina4-!f'sina', 

a  et  a'  étant,  comme  on  Ta  vu,  les  angles  formés  par  les  nou- 
veaux axes  des  a?  et  des  y  avec  l'ancien  axe  des  x.  En  faisant 
la  substitution  et  supprimant  ensuite  les  accents  dont  les  coor- 
données sont  affectées,  la  nouvelle  équation  de  la  courbe  sera 

(a*  sin*a'  -f-  fc*  cos  'a'jy*  +  2  (a*  sin  a  sin  a! + 6'  cos  a  cos  a!)xy + 

(a*  sin  •«  -|-  6*  cos  'a)aî*  =  a*6'. 

Pour  que  les  nouveaux  axes  soient  deux  diamètres  conju- 
gués, on  doit  avoir  : 

a*  sin  asin  a'  + ^'cosa  cos  a'  =  0  ; 
d'où  l'on  tire  : 

(2)  tangatanga'=— -, 

équation  qui  exprime  que  le  produit  des  coefficients  angu- 
laires de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  rapportée  à 

son  centre  et  à  ses  axes ,  est -. 

a' 
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Quant  à  l'équation  de  la  courbe^  elle  se  réduit  à 

(a«  sin  «a'  +  6«  cos  «a')  j/«  +  (a»  sin  «a  +  6«  cos  *a);r»  =  a«6\ 

Désignons  par  ^  et  26'  les  longueurs  des  deux  diamètres 
conjugués,  auxquels  la  courbe  est  rapportée;  Téquation  pré- 
cédente doit  être  satisfaite  en  posant  y=0,  a?=ita';  et  aî=:0, 
y=±:5' ;  ce  qui  donne: 

a»6*  0*6» 

a''=   ,  .   ,    .  ., r-     et      6'* 


a*  sin  'a  -|-  6*  cos  *a  o'  sin  'a'  -f  6'  cos  V  * 

on  voit^  en  outre,  que  l'équation  de  l'ellipse,  rapportée  à  ses 
diamètres  conjugués ,  peut  s'écrire  : 

?i^  +  §^  =  i        ou        a'y  +  y^x"  =  €i^b'\ 
Elle  a  la  même  forme  que  l'équation  relative  aux  axes. 


DEUX     DIAMÈTRES    CONJUGUES     SONT    TOUJOURS    PARALLELES    A    DEUX 

CORDES      SUPPLÉUENTAIRES     ET     RECIPROQUEMENT.   LIMITES     DE 

l'angle   de   deux   DIAMÈTRES  CONJUGUES. 


151.  Soit 

l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes; 
désignons  par  m  et  m'  les  coefficients  angulaires  de  deux 
diamètres  conjugués;  par  n  et  n'  ceux  de  deux  cordes  sup- 
plémentaires; on  a: 

mm  = r        et        nn  = r , 

a*  a* 
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d'où 


îMflk  =  Ufi'  • 


Si  donc  on  a  m  =  n,  on  aura  en  même  temps  fn!=:'ni)  on 
conclut  de  là  que  :  1»  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués, 
on  peut  construire  deux  cordes  supplémentaires  qui  leur 
soient  parallèles  et  qui  aboutissent  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre quelconque  donné  ;  2©  étant  données  deux  cordes  sup- 
plémentaires ,  on  peut  construire  deux  diamètres  conjugués 
qui  leur  soient  parallèles. 

Remarque.  Il  est  très -important  de  remarquer  que  les 
équations, 

mm!  = r        et        nn!  =:  r, 

a*  a* 

continuent  d'avoir  lieu  lorsque  l'ellipse, 

est  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  quelconques  2a  et  26  ; 
on  s'en  assurera  en  répétant  textuellement  les  raisonnements 
que  nous  avons  faits,  et  qui  n'ont  à  subir  aucune  modification. 

152,  Puisque  deux  diamètres  conjugués  sont  toujours  pa- 
rallèles à  deux  cordes  supplémentaires,  terminées  aux  extré- 
mités d'un  diamètre  quelconque,  la  recherche  des  limites 
entre  lesquelles  peut  varier  l'angle  de  deux  diamètres  con- 
jugués ,  se  ramène  à  la  détermination  des  limites  de  l'angle 
des  cordes  supplémentaires  qui  aboutissent  aux  extrémités 
du  grand  axe. 

Soit 

réquation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes; 
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les  coefficients  angulaires  des  cordes^  qui  joignent  un  point 
M(a?,y)  de  la  courbe  aux  extrémités  A'  et  A  du  grand  axe^ 

y  y 

sont  — 7 —  et  — ^ — ;  donc,  en  désignant  par  V  l'angle  ATilA, 
x-f-a      X — a 

on  aura  : 

y  y 


ta„V_^-«      x  +  a_         ^ay        , 
4  +  _»'         "x^-a^  +  y^' 


X* —  o* 


ou,  en  éliminant  x  par  le  moyen  de  l'équation  de  la  courbe , 

—  2a 


tang  V  = 


(.-')• 


Cette  formule  indique  que  l'angle  V  ne  peut  être  aigu,  ce 
que  l'on  savait  d'avance;  elle  montre  aussi  que  cet  angle 
est  droit  lorsque  le  point  M  est  au  sommet  A;  en  effet 
l'une  des  cordes  est  alors  le  grand  axe  A'A  et  l'autre  corde 
n'est  autre  que  la  tangente  à  l'ellipse  en  A.  Enfin ,  si  le  point 
M  se  meut  sur  l'ellipse  de  A  en  A',  Tangle  obtus  V  va  d'abord 
en  augmentant ,  jusqu'à  ce  que  le  point  M  vienne  se  placer 
sur  le  petit  axe;  il  diminue  ensuite  jusqu'à  90'',  en  repas- 
sant par  les  mêmes  valeurs.  Les  cordes  supplémentaires, 
qui  font  le  plus  grand  angle  obtus,  sont  donc  celles  qui  joi- 
gnent les  extrémités  du  grand  axe  à  l'une  des  extrémités  du 
petit.  Par  conséquent  on  aura  les  diamètres  conjugués,  faisant 
entre  eux  l'angle  obtus  maximum  ou  l'angle  aigu- minimum, 
en  menant  par  le  centre  deux  parallèles  aux  cordes  dont  il 
vient  d'être  question.  Il  est  évident  que  ces  diamètres  sont 
les  diagonales  du  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse  et  qui  est 
formé  par  les  tangentes  menées  aux  quatre  sommets  ;  le  coef- 


198  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

ficient  angulaire  de  Tun  de  ces  diamètres  est  +-  et  celai 

a 

b 

de  Fautre  diamètre . 

a 

153.  Le  théorème  démontré  au  n^  i5i  permet  encore  de 
construire  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  cpn  fassent 
entre  eux  un  angle  donné.  Il  suffit^  effectivement,  pour  ré- 
soudre le  problème,  de  construire  un  segment  capable  de 
Tangle  donné  sur  un  des  diamètres  de  Tellipse.  En  joignant  les 
extrémités  de  ce  diamètre  à  l'un  des  points  où  la  courbe  ren- 
contre le  cercle  ;  auquel  appartient  le  segment  construit,  on 
aura  deux  cordes  supplémentaires  parallèles  aux  diamètres 
demandés.  La  solution  s'achève  aisément. 


IL    Y    A    TOUJOURS    DANS    UNE    ELLIPSE    DEUX    DIAMàTIŒS    CONJUGUES 

ÉGAUX   ENTRE  EUX. 

154.  Nous  avons  trouvé  (n®  150)  : 

a'*  =  -T-7-r — r— r= r-        Ct        6'*  = 


a*  sin  'a  +  6*  cos  'a  a'  sin  'a'  +  6'  cos  'a' 

Dans  ces  formules  a  et  6  sont  les  demi-axes  de  Tellipse;  àeiV 
sont  les  demi-longueurs  de  deux  diamètres  conjugués,  qui 
font,  avec  Taxe  2a ,  les  angles  a  et  a'  respectivement.  Suppo- 
sons a'  =  h',  on  aura  : 

a'  sin  *a  -j-  6'  cos  'a  =  a*  sin  •a'  -}-  6'  cos  *a', 
d'où  Ton  déduit  : 

sin  'a  ==  sin  *a' .      et      tang  'a = tang  'a' , 

d'où 

tanga'=: — tangaj 
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nous  mettons  le  signe  — ,  parce  que  nous  savons  que  tang  a 
et  tang  a'  sont  de  signes  contraires.  D'après  cela^  l'équation^ 

tang  a  tang  a' = -y  montre  que  les  coeflScients  angulaires 

tanga  et  tang  a'  sont  égaux  l'un  à  -  et  l'autre  à . 

Nous  pouvons  conclure ^  de  ce  qui  précède,  qu'il  y  a  tou* 
jours  dans  l'ellipse  deux  diamètres  conjugués  égaux;  et  que 
ces  diamètres  sont  précisément  ceux  qui  font  entre  eux  l'angle 
aigu  minimum  ou  l'angle  obtus  maximum  (n?  152). 


LA  SOMME  DES  GARRIBS  DE  DEUX  DIAMETRES  CONJUGUES  ESt  CONSTANTE* 
—  l'aire  du  PARAUiLOGRAMME  CONSTRUIT  SUR  DEUX  DIAMETRES 
CONJUGUÉS   EST  CONSTANTE. 

iSS»  Les  équations  obtenues  précédenunent,  savoir: 

tangtt  tangtt'= j 

a'.= ^ V*=.^—^ 

o'  sin'a  -}-  6«  cos  'a  '  a'  sin  'a  +  6'  cos  *a' 

peuvent  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

sinasipa'        COSacOSa' 

W  — p —  + jf —  =  o> 

i  _sin*tt      COS 'g      J_ sinV      cosV 

Multiplions  les  équations  (2)  l'une  par  l'autre  et  retranchons, 
du  second  membre  de  l'équation  résultante^  le  carré  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i)  ^  il  viendra  : 
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1  Sin  '(a'  —  a) 


ikf 


En  désignant  par  6  l'angle  des  diamètres  conjugués  îa 
et  ^b%  on  a  : 

ô  =  a'  —  a , 

et  l'écpiation  précédente  donne  : 

a'V  sin  6  =  a6        ou        Aa'b'  sin  6  =  4a6  ; 

ce  qui  démontre  que  le  parallélogramme^  construit  sur  deux 
diamètres  conjugués,  est  égal  au  rectangle  des  axes. 

En  second  lieu^  si  Ton  ajoute  les  équations  (â]  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  sin* a'  et  sin' a,  puis  par 
cos'a'  et  cos*a,  il  vient,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i) , 

sin  *a'      sin  'a sin  *(a'  —  a) 

COSV        COS*a sin*  (a'  —  a) 

7î       I       k'i  Ai  ^ 


a 


ou 


/«  •    î     I   Ï./J  •    j  '      a'*6'*sin*(a'  — a) 
a  *  sm  *a  +  6  '  sm  *a'  = ^ i-  =  6* , 


a' 


+  6  *  cos  'a' = — ^ '  =  a^ 


a'*cos'a  ,   ^    ..„„ 

En  ajoutant  ces  équations,  il  vient  : 

a'^  +  b''  =  a^+b'; 

ce  qui  démontre  que  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres 
conjugués  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes. 
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CONSTRUIRE  UNE  ELLIPSE^   CONNAISSANT  DEUX  DIAMETRES  CONJUGUES 

ET  l'angle  qu'ils  FONT  ENTRE  EUX. 

1S6.  Soient  2a'  et  26'  les  longueurs  des  diamètres  con- 
jugués donnés^  ô  leur  angle;  2a  et  26  les  longueurs  inconnues 
des  axes  ;  on  a  : 

a«  +  6«  =  a'*  +  6'% 
2a6  =  2a'6'sine. 

Ajoutant  ces  équations  et  retranchant  ensuite  la  seconde  de  la 
première ,  il  vient  : 

(a  +  6)«  =  a''  +  6'^  +  2a'6'  sin  6 , 
(a — 6)«  =  a'*  +  6'* — 2a'6'  sin  6  ^ 
d'où 

a  +  6  =  v^a'*  +  6"  +  2o'6'  sin  6 , 
a— 6=v/a'*  +  6"— 2a'6'sine. 

On  voit  que  a+6  est  le  troisième  côté  du  triangle^  dont 

les  deux  premiers  côtés  sonto' 
et  6'  et  forment  un  angle  égal 
à  90^-f  6;  pareillement  a — 6  est 
le  troisième  côté  du  triangle, 
dont  les  deux  premiers  côtés  sont 
a'  et  6'  et  forment  un  angle  égal 
à  90° — 6;  on  est  ainsi  conduit  à 
la  construction  suivante.  Traçons 
deux  lignes  A'A,  BB'  faisant  entre 
elles  Tangle  donné  6  (fig.  94)  et 
qui  se  coupent  en  0;  prenons 
0A=OA'=a',  0B=0B'=6';  abaissons  BP  perpendiculaire  sur 
AA'  et  prenons,  sur  cette  ligne,  BC  =  BD  =  a';  joignons  OC 


c 

B 

e/ / 

'                         // 
•                                V 

A' 

v/  > 

P 
D 

A 

fvii 

fig.  94. 
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et  OD;  enfin,  du  point  0  comme  centre  et  d'un  rayon  égal 
à  OD,  décrivons  une  circonférence  qui  coupe  OC  aux  points  E 
et  F.  Je  dis  que  CF  et  CE  seront  les  axes  de  Tellipse  demandée, 
qu'on  pourra,  dès  lors,  construire  par  points,  ainsi  qu'on  l'a 
indiqué  (n°'  130, 131)  ;  en  effet,  les  angles  CBO  et  DBO  sont 
évidemment  90^  +  6  et  90° — 0;  donc  les  triangles  CBO  et 
DBO  donnent  : 

CO=v^a'*+6"+2a'6'sine    et    DO  =  s/a'^+ô'*— 2a'6' sine , 


ou 


on  a  ensuite 


C0=a+6,  DO=a— 6; 


CF  =  C0  +  D0=:2a      et      CE  =  CO— DO  =  26. 

Autre  manière  de  présenter  quelqtLes-um  des  résultats 

qui  précèdent. 


157.  Soit  une  ellipse  (fig.  95)  rapportée  à  ses  axes  et 

ayant  pour  équation . 

(1)  ay  +  6«a;^=a*6*. 

SoientOMetOM'deux  dia- 
mètres conjugués  quel- 
t  F  conques  ;  désignons  par 
x'  et  y"  les  coordonnées 
de  l'un  des  points  M,  où 
Tun  des  diamètres  ren- 
contre la  courbe  ;  on  peut 
évidenmient,  sans  altérer  la  généralité,  supposer  que  x'  et  y' 
soient  positives.  Cela  posé,  Téquation  du  diamètre  CM  sera  : 
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y 


réquatîon  du  diamètre  conjugué  CM'  sera  : 

b*x' 
a*y 

Les  points  d'intersection  de  ce  second  diamètre  avec  la  courbe 

auront  pour  coordonnées  zh  -^  et  di  — ;  en  particulier,  si  M' 

est  celui  de  ces  deux  points  dont  l'ordonnée  est  positive^  on 
aura,  en  désignant  par  j?  et  y  ses  coordonnées^ 

.  »  av'  bx' 

(2)  .=-f,      „  =  +-; 

on  déduit  de  là ,  en  premier  lieu , 

En  ajoutant  y  il  vient  : 

ou,  en  désignant  par  à  et  6'  les  demi-longueurs  OM  et  OM' 
des  diamètres  conjugués , 

(3)  a''  +  b'^  =  a^  +  b\ 
On  déduit  encore  des  équations  (2)  : 

xy=^x'y'y 


ce  qui  prouve  que  les  triangles  MOP,  M'OP'  sont  équivalents 
et  que  leur  somme  est  égale  à  x'y'.  Mais  le  triangle  MOM',  qui 
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est  la  huitième  partie  du  parallélogramme  construit  sur  les 
diamètres  conjugués^  est  égal  au  trapèze  MMTT  diminué  des 
deux  triangles  MOP,  M'OF;  on  aura  donc,  en  désignant  par 
P  Taire  de  ce  parallélogramme , 

8P=2(y+»')(^-^)-^J/'=2(— +  -| 
d'où 


H-' 


on  retrouve  ainsi,  de  la  manière  la  plus  simple,  les  deux 

théorèmes  du  n°  155. 
Menons  par  le  point  M  (fig.  95)  la  tangente  à  l'ellipse; 

soient  S  et  T  les  points 
où  cette  tangente  coupe 
les  axes;  les  triangles 
MTP  et  M'FO  étant  sem- 
blables, leurs  surfaces 
sont  entre  elles  comme 
les  carrés  des  côtés  ho- 
mologues MT  et  M'O;  on 
a  donc  : 


MT        MTP       MTP 


M'O       M'P'O      MPO 

Mais  les  triangles  MTP  et  MPO,  qui  ont  même  hauteur,  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases;  donc  : 


MT 
M^' 


TP 
PO 


MT 
SM 


d'où 


M'0-  =  MSxMT. 
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Celte  égalité  exprime  le  théorème  suivant  :  le  produit  des 
segments  d'une  tangente  à  V ellipse ,  compris  entre  le  point  de 
contact  et  les  deux  axes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre 
parallèle. 

Prolongeons  OM  d'une  quantité  ML=  ^rr=rî  ^®  cercle  dé- 
crit sur  ST,  comme  diamètre,  passera  évidemment  par  le 
point  0  et  par  le  point  L.  Or  ce  cercle  peut  être  construit,  si 
Ton  connaît  seulement  les  diamètres  conjugués  OM  et  OM'  de 
grandeur  et  de  position  ;  en  effet ,  le  centre  du  cercle ,  dont 
il  s'agit  9  est  sur  la  perpendiculaire  menée  à  OL  par  son  mi- 
lieu, et  il  est  aussi  sur  la  ligne  ST  qui  est  connue,  puisque 
cette  ligne  est  parallèle  à  OM'^  de  plus,  le  cercle  passe  par  le 
point  0.  Ce  cercle  une  fois  construit,  on  connaîtra  les  points  S 
et  T,  où  il  coupe  la  ligne  ST  et,  par  suite,  on  aura  les  di- 
rections des  axes  OS  et  OT  de  Tellipse  dont  on  ne  connais- 
sait que  les  diamètres  conjugués  OM  et  OM'. 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut  trouver 
les  grandeurs  de  ces  axes.  Menons ,  par  le  point  M ,  la  droite 
KH  perpendiculaire  à  ST,  et  soient  K  et  H  les  points  où  elle 
rencontre  le  cercle  décrit  sur  ST  comme  diamètre  ;  on  aura  : 


MH  =:MK  =MSXMT  =  M'0   ; 

donc 

MH  =  MK  =  MO. 

Gela  posé,  les  triangles  KOM  et  HOM  donnent ,  en  désignant 
par  6  l'angle  MOM'  : 


OK   =0M   +0M'  +20MxOM'sine, 


OH   =0M  +0M'  —  20M  X  OM' sin  Q  ; 
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or 


OM  +  OM'  =  a»  +  6%    OMxOM'sine  =  ab  ; 


donc 


OK  =(a  +  6)*      et      OH  =z{a  —  b)\ 


ou 


d'où 


OK  =  a+b        et 


2a  =  0K  +  0H        et 


OH==a  — 6, 


26  =  OK  —  OH. 


Remarque.  Le  diamètre  ST,  perpendiculaire  à  la  corde  KH, 
divise  Tare  qu'elle  sous-tend  en  deux  parties  égales;  d'où  il 
résulte  que  Taxe  AA'  est  la  bissectrice  de  Tangle  KOH. 


EXPRESSION    DE    l'aIRE    DE    l'eLUPSE,   EN   FONCTION   DBS   LONGUEURS 

DE  SES  AXES. 


Dérivée  de  l'aire  d'une  courbe  rapportée  à  des 
coordonnées  reciilignes. 


158.  Soit  CMN  une  portion  d'une  courbe  rapportée  à  deux 

axes  rectilignes  Ox  et  Oy,  fai- 
sant entre  eux  un  angle  quel- 
conque e  (fig.  96)  ;  soit  CM  un 
arc  de  cette  courbe,  situé  tout 
entier  d'un  même  côté  de  l'axe 
des  X.  Nous  considérerons  le 
point  C  conmie  fixe,  et  le 
^  point  M  conmie  mobile  sur  la 
courbe,  en  sorte  que  Tordon- 
lig.  96.  née  y  de  ce  dernier  sera  une 
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fonction  de  Tabscisse  x  définie  par  Téquation  même  de  la 
courbe.  Gela  posé,  si  Ton  mène  les  ordonnées  CD  et  MP, 
l'aire  du  trapèze  curviligne  CDPM  sera  une  nouvelle  fonction 
de  Tabscisse  x  ;  nous  nous  proposons  de  trouver  la  dérivée 
de  cette  aire.  Supposons  que  le  point  M  se  déplace  sur  la 
courbe  et  vienne  occuper  la  position  N  dont  nous  désignerons 
les  coordonnées  par  a?  +  ^  ^^  2/  +  ^^  \^\x^  CDPM,  que  nous 
représenterons  par  ti,  prendra  un  accroissement  a  représenté 
sur  la  figure  par  MPQN,  et  la  dérivée  w'  de  u  sera  égale  à  la 

a 

limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  -  quand  h  tend  vers  zéro. 

/» 

Or  on  peut  supposer  le  point  N  assez  près  de  M,  pour  que  l'or- 
donnée de  la  courbe  soit  constanmient  décroissante  ou  con- 
stamment croissante  de  ar  =  OP  à  a:=OQ;  alors,  si  Ton 
mène  MH  et  NI  parallèles  à  Oo:,  il  est  évident  que  Taire  a 
sera  comprise  entre  les  aires  des  parallélogrammes  MPQH 
et  IPQN,  c'est-à-dire  comprise  entre  t/^sinô  et  (i/-|-^)^sinô. 

a 

Le  rapport  -  sera  donc  compris  entre 

t/sinO        et        t/sin64-^sin6. 

Or  à  la  limite,  pour  A  =  0,  on  a  aussi  A:sinô  =  0;  donc 
*  u'==ysin63 

ce  qui  montre  que  la  dérivée  de  Paire  considérée  est  égale 
au  produit  de  l'ordonnée  mobile  par  le  sinus  de  l'angle  des 
axes. 

Remarque.   Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  on  a 
sin  6  =  i  et  par  suite  : 

u'  =  y. 
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Détermination  de  faire  d'une  courbe  rapportée  à  dmx  axes 

rectilignes, 

159.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'évaluer  Taire  u 
(fig.  96) ,  dont  il  a  été  question  au  numéro  précédent.  Nous 
avons  : 

u'=t/sin6; 

y  est  une  fonction  connue  de  l'abscisse  x  ;  désignons-la  par 
f{x)  et  supposons  qu'on  sache  trouver  une  fonction  F[x)  ayant 
pour  dérivée  f{x)sm^;  on  aura  alors  w'=F'(ar).  Les  fonc- 
tions u  et  ¥(x) ,  ayant  leurs  dérivées  égales,  ne  peuvent  dif- 
férer que  par  une  constante;  donc,  en  désignant  par  G  cette 
constante,  on  aura  : 

u  =  F(x)  +  G. 

11  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  constante  :  désignons 
.par  a  l'abscisse  du  point  G  ;  Taire  u  doit  être  nulle  pour 
xz=a;  on  a  donc  : 

0=F(a)  +  G        d'où        G=i~F(fl), 

et  par  suite 

u  =  F(x)—F(a). 

Remarque.  Gette  méthode  générale  est  susceptible  de  sim- 
plifications dans  certains  cas  particuliers  ;  on  en  verra  des 
exemples  dans  les  applications  que  nous  en  ferons. 

Aire  de  V ellipse, 

160.  Gonsidérons  une  ellipse,  dont  le  grand  axe  AA'  =  2fl 
et  le  petit  axe  BB'=26  (fig.  97  );  et  proposons-nous  d'abord 
d'évaluer  Taire  GDMP  comprise  entre  Tare  GM,  le  grand 
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axe  A'A  et  les  ordonnées  CD,  PM,  perpendiculaires  au  grand 

axe.  Prolongeons  les  ordon- 
nées CD,  MP  jusqu'à  leur  reii- 
C'i  contre  en  C^,  Mj  avec  la  cir- 

conférence décrite  sur  A'A 
coinme  diamètre.  Si  Ton  con- 
sidère le  point  D  comme  fixe 
^  ellèpoint  P  cpmmç  variable, 
qa^çn  dénote  par  y  et  y^  les 
ordonnées  MP,  M^P  de  Tel- 
lip^se  et  du  cercle ,  par  i^  et 
u^  les  aires  GMPD,  C^M^PD^ 


on  aura: 


98*  97. 


u'=y,     u\=y^', 


mais  yj  =  -y,  donc 


a. 


Les  fonctions  u  et  -  u^  ont  même  dérivée,  donc  elles  ne  pett- 

vent  différer  que  par  une  constante  5  mais  il  est  évident  qu'elles  ' 
deviennent  nulles  en  même  temps;  par  conséquent  la  con- 
stante est  nulle  et  Ton  a  ; 


u=-.ti. 


Ce.  qui  niontre  queles  aires  de  l'ellipse  et  du  cercle,  comprises 
entre  les  mêmes  ordonnées,  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
du  petit  axe  au  grand.  La  géométrie  élémentaire  enseigné  à 
calculer  u^,  et  l'on  en  déduit  immédiatement  u. 
Si  Von  suppose  que  les  points  D  et  P  soient  confondus  l'un 

14 
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WBb  A\  lIÂIIfe  wetA,  n  te  réduit  à  la  «feml-èUipse  etu^  au 
demi-oorde  ou  x^a^^  on  adonc,  en  désignant  par  Ë  Taire 
Mate  ite  relitpse  : 


a 


ftemitile  tpA  fàtt  ôotmaUfë faire  de  l'ellipse  entière,  en  fono- 
tkm  deb  longueurs  de  ses  «tes. 

toi.  8u(3>0SOûB  maintenant  qu'on  veuille  obtenir  Taire 
d'un  aagmttûiqueltonqiioCAC'  d'une  ellipse  (iig.  98). 


RappôTiO))^  ^  couii)6  à  deux  dhtïnM;i?es  «cfttjûgictéK ,  dont 
l'un  soit  parallèle  à  la  corde  CC.  Désignons  par  Ita'  tel  5b*  tes 
longueurs  de  ces  diamètres>  et  par  6  l'angle  qu'ils  font  entre 
eux.  Menons  Tordonnée  MP  d'un  point  quelconque  M  et  cher- 
chons d'abord  l'aire  du  trapèze  curvilieneCDPM.  Décrivons  une 
dttsènfêrence  d^un  rayon  tt  (fig.  99)  ;  menons  deux  diamètres 
Waûtenguiaîres  A\k^,'&fi^',  prenons O^Di^OD^OiPi—OP, 
et  taenons  enfin  le$  ordorwo^  DjC^,  P^Mi  perpendiculaires 
à  A'^A^,  Si  l*dn  désigne  p»  a?  dbâcune  des  abscisses  égales 
Hff^i^i  ^  pat  y  €ft  î^i  les  ortefthife^  MP  et  Mi^^ ,  par  w^t  Ui 


m  vmAÀvm.  tu 

lès  tàm  GDPlf»G,D^P|Mi^  imfln  ptr  W  ti  u\  k»  dérivée  dé 
ùÊê  airM)  oOniidéréM  oomfM  fonottoni  de  fl^}  on  fturt  f 

mais  on  a  : 


y^=^a'*—x*,     »=7V«'*— «'  =  j^yi; 


donc 


U  ==  -:  SI 


7  sin  e  X  u\  : 


les  fonctions  u  et  -7  sin  6  x  u.  ont  même  dérivée;  d'ailleurA 

elles  s'annulent  en  même  temps  ;  donc  elles  sont  égales  ; 
on  a  par  suite  : 

V 

u  =  -sitlÔXU4; 
a 


l'aire  circulais  ii|  étant  connue,  on  connaîtra  aussi  Ture 
d'ellipse  u.  Si  maintenant  on  suppose  que  le  point  M  se  cap- 
proche  indéfiniment  du  pmni  A ,  le  pomt  M^  se  rapprochera 
en  même  temps  du  point  A^ ,  et  Ton  aura  : 

V 
CDA  =  -7sinexC,DjA4; 

on  a  pareillement: 


donc 


b' 
CDA  =  ^  sin  e  X  C\D^Aj  ; 


ri 

segitMitCAC  ss^sinOxsegmentCfAïC/. 


Lorsque  le  point  C  vient  à  coïncider  avec  A'#  le  point.  Ç^ 
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avec  A!^j  le  segment  d'ellipse  devient  l'ellipse  entière,  le 
segment  de  cercle ,  le  cercle  entier^  on  a  donc^  en  désignant 
par  E  Taire  de  Tellipse,  et  observant  que  celle  du  cercle 
est  ica'*  : 

E  =  -7  sinexwa'*=ica'6'  sine  ; 

QT)  en  désignant  par  Sa  et  26  les  axes  de  Tellipse ,  on  a 
ab  =  a'6'siQO  ;  oti  retrouve  clone  la  formule  déjà  obtenue  : 

E  =  ttab. 


QuesticM  résolues. 

162.  Question  I.  Démontrer  que  le  produit  des  distances 
des  foyers  à  une  tangente  est  constant  et  égal  au  carré  du 
demi  petit  axe. 

Soient  p  et  p'  les  distances  des  foyers  F  et  F  de  Téllipse 

à  une  tangente 


les  axes  de  f  ellipse  étant  pris  pour  axes  de  coordonnées.  Les 
coordonnées  du  foyer  F  sont  î^  =  0,  x  =  c=  y/a* — 6*; 
celles  du  foyer  F  sont  y=0,  x= — c= — s/a^ — 6*;  on  a 
donc,  par  les  formules  connues', 


me  +  s/a^m^  +  b-          ,     —mc^  \/a^m*  +  6* 
p  = -===r p  = ,    ,         ^ 


d'où  Ton  tire: 
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[  163.  QuBsnoN  H.  Démontrer  que  la  projection  de  la  nor^ 
mole,  en  un  point  de  t ellipse ^  eur  Pun  des  deux  rayons  vec- 
teurs est  constante. 

Soit 

■ 

réquation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Soient  MN=N 

la  longueur  de  la  normale 
au  point  M  [x,  y)  (fig.  ÎOO) 
et  MQ  l'ordonnée.  L'équa- 
tion de  MN  est 


pour  Y=0,  on  a: 


y 

b*x 

( 

a' 

flg. 

100. 

Cette  valeur  fie  X — x  est  précisément  la  sous-normale  NQ  ; 
on  a  d'ailleurs 


donc 


N'  =  NQ  +y\ 


xi«       a^y*-\-b^x^        ^      Kj       ^    /.>,,., 


Remplaçant  ah/  par  o'6* — h^x*  et  faisant ,  comme  à  l'ordi- 
naire«  c^^a"^  — 6* ,  il  vient  : 

«=:v(°-7)(«+t)^ 
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OU ,  en  désignant  par  r  et  r'  lis  Fiyons  vecteurs  qui  aboutis- 
sent aux  foyers  F  et  F' , 

expression  j'emarquable  de  la  longueur  de  la  normale. 

Abolissons,  des  foyers  F  et  F' ,  FP  et  FT'  perpendiculaires 
3ur  la  tftQgepte  en  M  :  et  désignons  par  ^  l'anglQ  que  Ifi  no^ 
rnale  fait  4véc  l'un  ou  l'autre  des  deux  rayons  vecteurs;  les 
tri9ng%  ]rectiM[^)es  FMP,  F'MF  donnent  : 

FP       ,      FP'       ^»  ^        .      FPXFF 
CO87'         CôSï  cos^Y 

Mw»  OR  II  vu  (n*  162)  qve  FPxFP':^6';  donc 

n'^^       et      N  = 


cos'Y  aco9Y 

Cette  demièra  équatiop  donne  : 

piçoçï==-, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

164.  Question  m.  Trwxver  h  lien  âe$  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  â  une  ellipse  donnée. 

Première  soiution.  Rapportons  Tellipse  donnée  à  ses  axes^ 
et  soit 

son  équation.  Nous  avons  vu  (n*  142)  que^  si  m  est  une  quan- 
tité donnée ,  l'équation 

(2)  y  =  mx  +Vâ*m*  +  **> 


représente  les  deux  teogeates  qui  ont  m  pour  coefficWnt  m- 
gulaire ,  en  prenant  le  radical  successivement  avec  le  sign^  4- 
et  avec  le  signe  ^.  Mais^  si  a?  et  y  désignent  les  coordonnées 
d'un  point  donné  et  que  m  soit  considéi^ée  comme  une  indé- 
tenninée ,  la  même  équation  fera  connaître  les  coefficients  an- 
gulaires m  des  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  le  point  {x,y). 
En  faisant  disparaître  le  radical  de  l'équation  (2) ,  et  ordonnant 
par  rapport  à  m,  elle  devient  : 

Si  le  point  {itj  y]  appartient  au  lieu  demandé  ^  le  (UH)diiii  des 
racines  de  Véquation  précédente  s0ra  —  1  ^  et  réciproque- 
ment. On  a  donc,  dans  cette  hypothèse, 

L— =_4      ou     y^^x'^Q^  +  b\ 

Le  lieu  demandé  est  donc  la  circonférence^  circonscrite  au 
rectangle  construit  sur  les  axes  de  Tellipse. 
Seconde  solution.  Les  tangentes  à  l'ellipse , 

qui  ont  m  pour  coefficient  angulaire ,  sont  toutes  deux  repré- 
sentées par  réquation  : 

(1)  y  =  mx  +  v^a%*  +  6% 
ou' 

(2)  [x^ — a*)m* — ixym + (j/* — 6«)  ^  0, 

1 
Si  l'on  change  m  en et  que  Ton  multiplie  ensuite  Véqua- 
tion par  m*,  il  vient  : 

(31         (oî*— a^)4-2a?î/m7[-(y'— 6')m*==:0;     . 
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réqnation  obtenue,  en  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3),  appar- 
tiendra à  un  lieu  qui  passera  par  les  quatre  points  où  les 
droites  (2)  coupent  les  ckoites  (3)  ;  or,  cette  équation  est 

« 

ou 

Elle  ne  contient  pas  la  variable  m,  elle  représente  donc  le 
lieu  demandé. 

165.  Question  IV.  Trouver  le  lieu  éPun  paitU  quelconque 
lié  invariablement  à  une  ellipse  donnée  y  qui  9e  meiit  en  res- 
tant tangente  û  deux  droites  rectangulaires  données. 

Soient  YT  e^  X'X  les  deux  droites  rectangulaires  données; 
2a  et  26  les  longueurs  des  axes  de  Tellipse  donnée^-^a  et  p  les 
coordonnées  d'un  point  du  plan  de  l'ellipse^  par  rapport  aux 
axes  de  cette  courbe.  Ck)nsidérons  Tellipse  mobile  dans  une 
quelconque  de  ses  positions ^  et  rapportons  tout  à  ses  axes; 
réquation  de  la  courbe  sera 

celles  des  deux  droites  données  seront  : 


Les  distances  du  point  (a,  p)  à  ces  deux  droites  seront  : 
d'ailleurs  ces  distances  ne  sont  autre  chose  que  les  coordon- 
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nées  du  même  points  relativement  aux  droites  données  prises 
pour  axes;  on  peut  donc  écrire  : 

P— ma— v/a*iyi*+6*  mp  +  a— y/a'  +  mV 

X'= •!==. j  î/  = I . 

En  éliminant  m  entre  ces  équations,,  on  aura  une  nourale 
équation  qui  exprimera  une  relation  constante  entre  les  coor- 
données d'un  point  quelc^onque  du  lieu;  cette  équation  sera 
donc  celle  du  lieu  demandé. 

En  particulier^  si  Ton  veut  le  lieu  décrit  par  le  centre  de 
Fellipse  mobile ,  il  faut  faire  a  =  0 ,  p  =  0 ,  et  il  vient  : 


sla^m^  +  6*  i/a*  +  m'6* 

a?=     —,     y=     ,        - 

Télimination  de  m  se  fait  immédiatement,  en  élevant  au  c^né 
les  équations  précédentes  et  ajoutant  ensuite;  il  vient  ainsi  : 


équation  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  \/a*  -f  6*.  Ce  dernier 
résultat  pleut  immédiatement  se  déduire  dé  la  solution  de  la 
question  in.  ^  ' 

166.  Question  V.  Trouver  le  lieu  des  pieds  desperpendi^ 
culairesy  cibùissées  d'un  point  quelconque  dt^  plan  d'une  ellipse 
sur  les  tangentes  de  cette  courbe. 

Soient 

réquation  de  Tellipse.  rapportée  à  ses  axes^  et  a,  ^  les  coor- 
données du  point  donné.  Les  équations  d'une  tangente  et  de 
la  perpendiculaire  à  cette  tangente^  menée  par  le  point  donné, 
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seront  : 


y  =  mx  +  \fà^rn^  +  6*, 

y—?= — {^— *)• 

m 

Len^aleurs  de  x  et  de  y  y  qui  satisfont  à  ces  deux,  ^uations, 
sont  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  demandé;  on  aura 
donc  l'équation  de  ce  lieu ,  si  Ton  élimine  m  entre  les  deax 
précédentes.  De  la  première ,  on  tire  : 

(a^  ^  à*)m* — aryw  +  y*  --  6*  ==  0, 
et  de  la  seconde  : 

X  —  « 
m  = ; — -. 

Le  résultat  de  Télimination  est  donc  : 

(^t^a«)(a:-a)«  +  2ary(a?-a)(y-p)  +  (y«-5«)(y_p)»=0. 

Cette  équation  est, du  quatrième  degré,  et  Ton  voit  qu'elle 
est  satisfaite  en  faisant  a;  =£  a,  y  =  p  ^  d'où  il  suit  que  le  lieu 
demandé  passe  par  le  point  donné.  Ce  résultat  est  évident  i 
priori  y  dans  le  cas  où  le  point  donné  est  extérieur  à  Tellipsè. 
Mais  il  semblerait  que  le  contraire  dût  avoir  lieu^  quand  le  point 
donné  est  intérieur  à  l'ellipse ,  puisque  les  tangentes  de  cette 
courbe  n'ont  aucun  point  dans  son  intérieur.  Il  est  aisé  d'ex- 
pliquer cette  GÎroonstance;  effectivement,  un  même  lieu  géo- 
métrique peut  être  défini  par  diverses  propriétés  conduisant 
toutes  à  la  ïoèaie  équation;  or  il  peut  arriver  que  la  propriété, 
par  laquelle  le  lieu  a  été  primitivement  défini,  soit  sujette  à  des 
limitations,  à  des  restrictions  dont  l'analyse  ne  tient  aucun 
compte  et  dont^  par  suite,  Téquation  est  complètement  dé- 
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barrassée.  En  résumé^  et  ceci  est  de  la  plus  haute  importance^ 
réquation  d'un  lieu^  défini  par  une  propriété  géométrique, 
peut  comprendre  une  infinité  de  points  qui  n'oint  pas  la 
propriété  par  laquelle  le  lieu  a  été  défini, 

Dan.is  r^x^mple  que  nous  traitons  et  quqji^ous  avâtis  choisi 
pour  avoir  Toccasion  de  présenter  les  remarques  qui  pré* 
cèdent^  le  lieu  qu'il  s'agit  de  trouver  peut  être  défini  par  une 
autre  prc^riété  géométrique.  "En  partant  du  nouvel  énoncé 
auquel  cette  deuxième  propriété  conduit^  on  reconnaît  im- 
médiateniènt  que  le  lieu  demandé  doit  passer  par  le  point 
donné.  Voici,  ceténoncé  :  Oh  mène  une  tangente  à  une  ellipse 
donnée  et  on  joint  les  traces  de  cette  tangente  sur  les  axes 
ifi  Vellipse  à  un  point  donné;  puis  on  décrit  deux  cercles  qui 
(lient  respectivement  pour  diamètres  ces  deux  droites  ;  cela 
posé,  on  d^smande  de,  trouver  le  lieu  décrit  par  les  points 
f intersection  des  deux  circonférences^  quand  la  tangente 
varie. 

Si  le  point  donné  est  Fun  des  foyers  de  Tellipse,  on  a 
9.=.±e,  p  =  0.  Dans  ce  cas^  il  est  aisé  de  voir  que  le 
premier  membre  de  Téquation  du  lieu  est  divisible  par 
(a?d:  (?)•  4"  y*  )  supprimant  alors  ce  facteur  qui,  égalé  à  zéro, 
ne  donnerait  que  le  foyer^  réquation  se  réduit  au  second  de- 
gré. Maid,  dans  tout  autre  cas,  Téquation  que  nous  avons 
obienue  est  irréductible.  Dans- le  cas  particulier,  dont  il  vient 
d*étre  question^  le  calcut  peut  être  dirigé  de  manière  à  âe  pas 
introduire  le  facteur  qu'on  doit  supprimer'  ensuite  de  Péqua- 
fion  finale;  en  eflét,  dans  ce  cas,  les  équaUoQS  entre  lesquelles 
il  feut  élbniner  m,  sont  : 

(y — mxf  ^  aW  +  *S 
en  ajoutant  il  vient  : 
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On  retrouve  ainsi  un  résultat  déjà  obtenu  au  n*  139. 

167.  Question  VI.  Trouver  le  triangle  maximum  inscrit 
dans  une  ^lUpse  ^pnnée. 

Soit  ABC  (fig.  loi)  le  triangle  maximum  inscrit  dans  l'ellipse 
dont  les  axes  sont  2a  et  26.  La  tangente  à  Tellipse  au  point  A 

est  évidemment  pai^Uèle  au  côté 
opposé  BC  ;  car,  s'il  en  était  au- 
trement^ il  y  aurait  un  point  dé 
l'ellipse  plus  éloigné  que  A  de 
.BC;.  par  conséquent  le  triangle 
ABC  ne  serait  pas  le  maximum. 
.  H  s'ensuit  que  la  droite  qui  joint 
flg.  101.  le  sommet  A  au  milieu  du  côté 

opposé  BC  est  le  diamètre  de  l'ellipse  conjugué  de  BC.  Pour 
la  même  raison^  les  lignes  qui  joignent  les  sommets  B  et 
C  aux  milieux  des  côtés  AC^  AB  sont  des  diamètres.  U  en 
résulte  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  doit  être  le 
centre  même  de  Tellipse.  Pour  construire  un  pareil  triangle , 
il  suffit  évidemment  de  mener  un  diamètre  quelconque  AA', 
de  mener  ensuite  la  corde  BC  conjuguée' de  AA'  par  le  mi- 
lieu D  du  demi-diamètre  OA'  ;  enfin  de  joindre  AB  et  AC. 
Nous  allons  démontrer  que  tous  les  triangles  ainsi  formés  sont 
équivalents  ;  en  sorte  que  chacun  d'eux  pourra  être  pris  pour 
le  triangle  maximum.  Soit  ABC  l'un  des  triangles  formés 
comme  il  vient  d'être  dit  ;  nous  prendrons  pour  axe  des  x  le 
diamètre  parallèle  à  BC  et  pour  axe  des  y  le  diamètre  AA'. 
En  désignant  par  2a'  et  %'  les  longueurs  de  ces  diamètres 
conjugués  ;  par  6  leur  angle ,  l'équation  de  l'ellipse  sera  : 
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celle  de  la  cord9  BG  sera  :  •  . 

6' 

par  conséquent  l'abscisse  positive  du  point  C^  où  la  corde  BC 
coupe  Fellipse,  sera  -^  V^  et  l'on  aura  BC  =  a'  y^-,  on  a 

O  A 

d'ailleurs  AD  ==  -  6'  et  surf  ABC  =  -  AD  X  BC  X  sin  6  : 
donc 

ABC  =  7  aVsin  e  X  v^, 

4 
OU- 
ABC  =706  v^a! 

Ce  qui  démontre  le  résultat  annoncé. 

Questions  d  résoudre. 

I.  Trouver  le  lieu  des  projections  du  centre  d^une  ellipse 
sur  les  cordes  qui  sont  vues  du  centre  sous  un  angle  droit. 

n.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  angles  circonscrits  à 
une  ellipse  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués. 

III.  Par  un  point  M  d'une  ellipse  on  mène  une  tangente,  qui 
coupe  aux  points  G  et  G'  les  tangentes  menées  par  les  extré- 
mités A  et  A'  du  grand  axe;  et  on  demande  de  démontrer 
que  :  i«  le  produit  AGxA'G'  est  constant  et  égal  au  carré  du 
demi-petit  axe  ;  â""  la  droite  GG'  est  vue  sous  un  angle  droit 
de  chacun  des  foyers. 

IV.  Deux  ellipses  quelconques  étant  tracées  sur  un  plan^ 
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démontrer  qu'il  y  a  toujours  dans  la  premiàre  deux  dinnètres 
conjugués  qui  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
la  seconde. 

V.  Mener  à  une  ellipse  donnée  une  normale  telle  que  la 
oorde  intcffceptée^  par  la  courbe  idr  çe^e  nonnatoi  êqH  ma 
minimum. 

VI.  Inscrire  à  Tellipse  mi  rectan^e  de  surface  donnée. 
Déduire  de  la  solution  le  rectangle  inscrit  maximum. 

Vn.  Circonscrire  k  Fellipsô  un  rectangle  de  sur&ce  don- 
née; en  déduire  les  rectangles  circonscrits  maximum  et 
minimum. 

VIII.  Trouver  la  plus  petite  ellipie  circonscrite  à  un  triangle 
donné. 
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CHAPITRE  VII. 

DE   L'HYPERBOLE. 


lÎQUAtlON  DE  L^HTPERBOLE  RAPPORTEE  A  SON  CENTRE  ET  A  SES  AXES. 
—  RAPPORT  DES  CARRES  DES  ORDONNEES  PERPENDICULAIRES  A  l'aXE 
TRANSYSRSB. 

168.  L'équation  du  second  degré  (n^  143)  peut  être  rame- 
née^ dans  le  cas  de  l'hyperbole ,  à  la  forme  : 

où  â;  et  y  désignent  des  coordonnées  rectangulaires.  La  quan- 
tité — 4MN  étant  ici  positive  ^  on  voit  que  M  et  N  sont  de 
signes  cpntiraires.  Si  £[=•0,  Téquation  proposée^  représente 
le  système  de  deux  droites  passant  pa*  Torigine  et  qui  con- 
stitue une  variété  de  l'hyperbole,  ainsi  que  nous  en  avons &it 
la  remarque.  Ce  cas  étant  mis  de  côté^  on  peut  toujours  sup- 
poser que  H  soit  de  même  signe  que  le  coefficient  de  x"^,  et^ 
par  suite^  de  signe  contraire  au  coefficient  de  y*;  car  on  peut, 
si  on  le  juge  à  propos^  changer  les  axes  de  cordonnées  l'un 
dans  Pautré.  Pour  avoir  les  points  où  la  courbe  coupe  l'axe 
des  Xy  il  faut  faire  y =0  et  il  vient: 


.=±v^. 
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/h  h 

Nous  i^ignerons  par  a  la  valeur  de  W  —,  et  l'on  aura  N^-^. 

Si  l'on  cherchait  de  même  les  points  d'intersection  avec  Taxe 
des  y  ;  il  faudrait  faire  â?=:0 ,  et  l'on  trouverait  : 


mais  cette  valeur  est  imaginaire ,  et  il  n'y  a  pas  de  point  d'in- 

. ^  /H 

tersection.  Nous  désignerons  par  6  y  ""  ^  ^^  valeur  de  W  jj> 

H 
en  sorte  que  l'on  aura  M =  —  rj. 

En  remplaçant  M  et  N  par  les  valeurs  écrites  plus  haut, 
réquation  de  la  conrbe'devient  :       - 

fi'      ^' 
ou 

C'est  sous  l'une  ou  l^autre  de  ces  deux  formes  que  nous  la 
considérerons  désormais.  On  en  tire  : 


(3)  j/  =  ±:- v^a;»  — a^ 


La  valeur  de  y  n'est  réelle  que  si  x  est  compris  ejitre  — ^ 
et — a,  ou  entre -fa  et  +00.  Lorsque  a:  croît  de  +  «  à+<^ 
ou  décroit  de  — a  à  — 00,  la  valeur  absolue  de  y  croît  de 
zéro  à  l'infini.  Si  donc  on  prend  sur  l'axe  des  x  (fig.  102) 
0A=0A'==a,  l'hyperbole  sera  formée  de  quatre  branches 
infinies^  dont  deux  partent  de  Â  et  les  autres  de  A!,  comme 
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'inique  la  figure.  Il  est  évident  qiie  Torigine  est  le  centre, 
3t  que  les  axes  de  coordonnées  sont  les  axes  eux-mêmes  de 
la  courbe.  L'équation  (i)  ou  (2)  représente  donc  une  hyper- 
bole rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes.  L'axe  qui  rencontre 

la  courbe  est  dit  axe  trans- 
verse,  l'autre  est  appelé  .axe 
non  transverse.  La  longueur 
AA'=^a  est  la  longueur  de 
—  l'axe  transverse  :  si,  en  outre , 
on  prend,  sur  l'àxe  des  y, 
0B=0B'=6,  la  ligne  BB'=:26 
est  dite  la  longueur  de  Taxe 
non  transverse.  Les  extrémi- 
fig.  102.  tés  A  et  Â'  de  l'axe  transverse 

sont,  n®  110,  les  sommets  de  l'hyperbole. 

Lorsque  les  axes  2a  et  26  sont  égaux  entre  eux ,  l'hyper- 
bole est  dite  équilatêre. 
169.  De  réquation  (3)  on  tire  : 


»• 


6« 


(a?  +  o)(^ — o)      à 


or,  pour  un  point  M  quelconque  de  l'hyperbole^  on  a  (fig.  102) 


y=MP,      x+a=±:AV,      a?— a=±:AP, 


donc: 


MP 


ATxAP^a*' 


d'où  il  résulte  que  :  le  rapport  du  carré  d^une  ordonnée,  pet'^ 
pendiculaire  à  l'axe  transverse,  au  produit  des  segments  cor 
respondantSj  formés  sur  .cet  axe,  est  une  quantité  constante 
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En  d'autres  termes  :  les  carrés  da  ordonnées, 

lairss  à  Vax0  traniverse^  sont  entre  eux  eomm$  ks  produiu 

deà  segments  correspondants  formée  sur  cet  ooms» 

On  voit  que  cet  énoncé  n'est  autre  obose  que  la  traduetioQ 
géoniétrique  de  Téquation  de  l'hyperbole. 

170.  Soit  r  la  distance  OM  (fig.  102)  du  centre  de  la  courbe 
au  point  M  dont  les  coordonnée»  &ont  â?  et  y^  on  aura  : 

r^=zx*+y% 
etj  par  suite  j 

d'où 


=  s/^---'^ 


cela  montre  que  la  distance  du  centre  à  un  points  mobile  sur 
l'hyperbole ,  est  minimum  lorsque  ce  point  est  plaoé  à  l'ao 
des  sommets ,  et  que  cette  distance  croît  iodaâninMtit  à  me- 
sure que  le  point  s'éloigne  du  sommet 

17%.  On  nomme  points  intérieurs  de  l'hyperbole  les  points, 
situés  dans  l'espace  compris  entre  les  branches  infinies  qui  se 
réunissent  à  un  même  sommet;  et  points  extérieiu*s  les  points, 
non  compris  dans  cet  espace  et  non  situés  sur  la  courbe. 

Il  est  bon  de  remarquer  que^  pour  tout  point  extérieur 
à  l'hyperbole 

on  a: 

et ,  pour  tout  point  intérieur  : 


^ 
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Gonridérom  d'tbord  h  eu  d'un  point  M  esLténrar.  Si  !•  va* 
leur  absolue  de  son  abscisse  est  supérieure  à  a»  il  existera  un 
point  M'  de  la  courbe  ayant  même  abscisse  que  le  point  M  et 
une  ordonnée  moindie  en  valeur  absolue}  ii^  au  contraire,  la 
valeur  absolue  de  Tabscisse  du  point  M  est  moindre  que  a, 
û  eiistera  un  point  M''  de  la  courbe  ayant  même  ordonnée 
que  le  point  M  et  une  abscisaç  plus  grande  en  valeur  absolue) 
or^  pour  chaque  point  de  la  courbe^  a*y'—  bW'-\'a*V  est  nul; 
donc  cette  quantité  est  positive  pour  le  point  M.  Un  raison- 
nement aenUablo  prouve  la  deuxième  partie  du  théoième 
énoncé. 

FOTEAS  ST  directrices;  TANGENTS  ET  NORKA£t;  DIAMàTRES;  DlAlâ- 
TRES  CONJUGUIÎS  Et  CORSil  SUPPlilIENf  AIRES.  CE  Qu'ON  NOIOIB 
lONGUEUa  d'v»  UAHàTRB  QUI  WS  RENCONTRE  FAS  L'siFERBOiB,  -<- 
LES  PROPRiiTÉS  DE  CES  POINTS  ET  DE  CES  LIGNES  SONT  ANALOGUES 
DANS  l'hyperbole  ET  DANS  L'iLUPSI . 

172.  L'équation  de  l'hyperbole,  rapportée  à  ses  êmm^ 
savoir  : 

se  déduit  de  celle  de  Tellipse ,  par  le  simple  cHangement  de 
6'  en — fr*  ;  aussi  les  raisonnements^  par  lesquels  nous  avons 
établi  les  diverses  propriétés  de  Tellipse^  peuvent-ils  être  em- 
ployés,  sauf  de  légères  modificationa^  pour  démontra  les 
propriétés  analogues  de  lliyperbol 

Fat&Têe 
175.  L'é-quation  de  la  courbe^  rapportée  &  ses  axesf,  était 


»r 
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soient  a  et  6  les  coordonnées  d'un  foyer  et  S  la  distance  de  ce 
foyer  au  point  (Xj  y)  de  la  courbe,  on  aura  : 

(2)  8=v/(x-a)«  +  (î/-.6)'; 

d'où,  on  désignant  par  lx'\-my+n  la  fonction  rationnelle 
qui  exprime  8 , 

(x—ay  +  (y—^Y—{lx  +  my+n)*=0. 

On  voit,  comme  au  n^  id2>  qu'on  doit  avoir  /=0  ou 
m=0.  Si  Ton  suppose  m=0,  3  sera  une  fonction  linéaire  de 
X  seul  ',  l'équation  (2)  donne  alors  : 

8»=aî*— 2our  +  a«+y«— 26j/  +  6«  ; 
en  remplaçant  y  par  sa  valeur  tirée  de  (1) ,  savoir  : 

ti  =  -  Jx* — a*'. 


il  vient  : 

a' 


8«=:a?«— 2aa?+a»+^(ar»— a*)— 26-v/^'— a»+6*; 


puisque  8  doit  être  rationnelle,  il  faut  à  fortiori  que  8*  le  soit, 
ce  qui  exige  que  Ton  ait  6=0,  c'est-à-dire  que  les  foyers 
soient  situés  sur  l'axe  des  a;.  L'expression  de  8*  devient  alors' 

8«  ==  rJÇl- a;*— 2oaî-f-a«— 6' ; 
a 

pour  que  le  second  membre  soit  un  carré  parfait,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait  : 
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d'où  Ton  tire  : 

•a«=a«  +  6«        et        a===div/?+F. 

Cette  valeur  de  œ  est  toujours  réelle;  ce  qui  montre  qu'il 
existe  toujours  deux  foyers,  situés  sur  l'axe  transverse  à  un6 

distance  du  centre  égale  à  sja^  r|-  6*. 

En  supposant  2=0,  on  trouverait,  par  un  calcul  identique 
au  précédent , 

a=0        et        6=div^— a'— 6»; 

cette  valeur  de  6  est  imaginaire;  par  conséquent,  l'hyper- 
bole n'a  que  les  deux  foyers,  situés  sur  l'axe  transverse  à  une 

distance  du  centre  égale  à  \ja^  +  6* ,  et  dont  on  a  précé- 
demment démontré  l'existence* 

Si  Ton  élève  sur  l'axe  transverse,  au  sommet  A,  la  perpen- 
diculaire ÂL  égale  à  la  moitié  de  l'axe  non  transverse,  la  dis- 
tance OL  sera  égale  à  v/a* -f  6'  et  la  circonférence,  décrite 
du  centre  0  avec  un  rayon  égal  à  OL,  rencontrera  l'àxe 
transverse  en  deux  points  F  et  F'  qui  seront  les  foyers  de 
l'hyperbole.  La  longueur  2c  est  désignée  sous  le  nom  de  dis- 

tance  focale  ;  le  rapport  -  de  la  distance  focale  à  l'axe  trans- 
verse est  V excentricité  de  l'hyperbole* 

174.  Remplaçant  successivement  a  par  +c  et  par  — c 
dans  Texpression  de  o*  et  désignant  par  F  et  F'  les  foyers  de 
rhyperbole,  on  aura  (fig.  i03): 


m  GÉOMÉTRIE  ANALfnQPK  A  DWX  DIMENSIONS. 

d'où  Ton  tire  ; 

tes  distancias  fU,  P%,  qu^on  nomme  rayons  vecteurs, 
sont  des  quantités  positives;  d^ailleiirs,  lorsque  le  point  M  est 
situé  sur  la  branche  placée  du  c6té  des  absdsses  positiyes; 

ê 

le  terme]  —  est  positif  et  plus  grand  que  a  ^  on  ne  doit  doao 

prendre  alors  que  les  signes  supérieurs;  de  sorte  qu'on  a, 
pour  tous  les  points  de  cette  branche , 

ex  ex 

a  a    ' 

Lorsque  le  point  M  est  situé  iiir  Pau^  braiidhe»  lé  tMM 
—  est  négatif  I  et  sa  valeur  absolue  est  plus  grande  que  a; 

on  ne  doit  donc  prendra  alors  que  les  signes  inftrieurs)  di 
sorte  qu'on  e,  pour  tous  les  points  de  oette  seconde  branche, 

FMjjI'^"    '"hé*      FM''^"*  ■■  *^e» 
a   •  a 

En  fiûsant  la  di£férence^  on  trouve^  dans  le  premier  cas, 

FM^FM»9a> 
et^  daâs  le  Secoîid^ 

FM— FTUsSa; 

ce  qui  montre  que  :  la  différence  dêi  rayons  vèetêUits,  menés 
des  foyers  d  un  point  quelconque  de  Vhypirbole,  est  constante 
et  égale  à  la  longueur  de  Vaxe  trânsverse^ 
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11  est  bon  de  remarquer  que  Thyperbole  sépare  les  poiiM 
du  plan  y  dont  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  inférieure 

à  la  longueur  de  Paxe 

transverse^  de  ceux  pour 

lesquels  cette  différence 

est  plus  grande  que  Vdxe 

iramverM^  en    d'autres 

termes  ;  ri  F  et  f  êoni 

les  foyers  éPunê  hyperbole 

dont  l'aœe  transverse  est^ 

(flg.  103}^  on  a,  pour 

flg.  los.  tout  point  P  extérieur, 

FP— FP<îfl,-  et,  pour  tout  point  F  intérieur,  FF— FF>8fl. 

En  effets  dans  le  premier  cas^  si  Ton  joint  le  point  F'  au  point 

M  où  FP  rencontre  la  courbe^  le  triangle  FPM  donnera  ! 

FF<FM+PMj 

retranchant  FP  de  part  et  d'autre,  puis  observant  que 
FM— FM=2a,  il  viendra  : 

PT— FP<2aj 

dans  le  second  cas,  le  triangle  FFM, donnera  : 

PF<FM4-MF) 

retranchant  de  FF  les  deux  membres  de  cette  inégalité  >  M 
aura: 

F'F— PF>2a. 

Remarque^  On  a  supposé  les  points  P  et  F  placés  à  droite 
de  l'axe  non  transvene;  s'ild  étaieni  situés  à  gauche  de  oel 
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axe.;  il  faudrait  prendre  les  différences  des  rayons  vecteurs 
en. sens  contraire. 

175.  La  propriété  démontrée  au  n®  174  fournit  un  moyen 
très-simple  de  construire  par  points  une  hyperbole  dont  on 
connaît  j'axe  transverse  et  les  foyers. 

Soient  en  effet  F  et  F  (fig.  103)  les  foyers  et  2a  la  lon- 
gueur donnée  de  l'axe  transverse  j  joignant  FF,  et  prenant, 
à^artir  du  point  0  milieu  de  cette  droite,  OA=OA'=fl, 
les  points  A  et  A'  seront  les  sommets  de  Thyperbole.  En  outre, 
comme  la  différence  des  distances  d'un  même  point  delà 
courbe  aux  deux  foyers  est  égale  à  A'A,  on  voit  que  si  l'une 
de  ces  distances  est  AC,  l'autre  sera  AC.  Si  donc  on  prend, 
sur  l'axe  transverse,  un  point  C  quelconque,  mais  non^itué 
entre  F  et  F,  puis  que  l'on  décrive,  des  foyers  F  et  F 
comme  centres,  deux  ^circonférences  qui  aient  respective- 
ment AC  et  A'C  pour  rayons,  les  points  d'intersection  M  et 
Ji'  appartiendront  à  l'hyperbole.  Les  deux  circonférences, 
dont  nous  parlons,  se  couperont  toujours;  car  il  est  évident 
que  la  distance  des  centres  FT  est  moindre  que  la  somme 
des  rayons  et  que  chaque  rayon  est  moindre  que  la  somme 
de  la  distance  des  centres  et  de  l'autre  rayon.  En  donnant  au 
point  C  diverses  positions  sur  le  prolongement  de  FT,  on  pourra 
construire,  comme  il  vjent  d'être  indiqué,  autant  de  points 
qu'on  voudra  de  l'hyperbole.  Quand  on  connaîtra  ainsi  des 
points  assez  nombreux  et  assez  rapprochés  les  uns  des  autres, 
on  les  joindra  par  un  trait  continu,  et  une  portion  de  l'hy- 
perbole sera  tracée  par  points. 

La  même  propriété  permet  de  tracer  l'hyperbole  par  un 
mouvement  continu.  Si,  en  effet,  après  avoir  marqué  les 
foyers  F  et  F',  on  fixe  au  foyer  F'  une  règle  F'M  qui  puisse 
tourner  autour  de  ce  point;  qu'on  attache  au  pdnt  M  et  à 
Paqjtre  foyer  F  les  extrémités  d'un  fil  MF  d'une  longueur  telle 
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que  FM  —  FM  =ta  ;  puis  qu'on  tende  le  fil,  en  appliquant 
une  portion  contre  la  règle,  au  moyen  d'un  style  muni  d'un 
crayon  ou  d'un  tire-ligne;  il  est  clair  qu'en  faisant  glisser  le 
style  le  long  de  la  règle ,  l'hyperbole  se  trouvera  décrite  par  le 
crayon  ou  le  tire-ligne. 

Direelricei. 

176.  Soient  M{x,y)  nn  point  de  l'hyperbole 

rapportée  à  ses  axes;  P  et  F  (tig.  104}  les  deux  foyers  : 
on  a  (n'  174): 

FM=  — — a,      FTÀ=—4-a. 

Soient  GH  et  CH*  les  droites  qui  ont  pour  équations  : 

a  a    ' 

les  droites  GH,  Cff  sont  dites  les  directrices  de  l'hyperbole; 
ces  directrices,  parallèles  à 
fase  des  y,  sont  à  une  dis- 
tancé du  centre  égale  à —.  On 

voit  aisément  que  le  rapport 

des  distances  d'un  point  de 

la  courbe  au  foyer  et  k  la  di- 
rectrice voiûne  ou  correspon- 
\         dante  est  constant  et  égal  à 
^       l'excentricité- 
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Tangente  et  normale. 

177.  Soit 

ay— 6V  +  a»6»=0, 

réquâtion  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes.  Les  déri- 
vées du  premier  membre,  par  rapport  à  a;  et  par  rapport 
à  j|[,  jsont  —  26'a;  et  2a^î/j  par  suite,  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  au  pcnnt  (œ',  y')  est   (n<>  417) 

Wx'     '   6V     ,     ,  .'      ,  ,      ,      a«y'   ^,      ,     , 

^TTi  OU  -T-7 ,  et  celui  de  la  normale  est  —  z^.  ;  d'après  cela, 
2a  Y        a*y  b*op        '^ 

l'équation  d^  la  tangente  sera  : 

celle  de  la  normale  sera  : 

La  valeur  absolue  du  coefficient  angulaire  -^-r  décroît 

^  ay 

de  llnfini  à  -  lorsque  le  point  {af,  y) ,  placé  d'abord  à  l'un 
a 

des  sommets  y  s'en  éloigne  indéfiniment^  en  effet,  si  Ton 
remplace  y*  par  sa  valetu*  -s/x'^ — a*  tirée  de  Téquation 

on  trouve  : 

6V  b 


±ia 


v/^ 
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pour  â/  =sQo^  cette  quantité  devient  égale  à  ±:  -  ;  la  tangente 
18  confond  alors  avec  Pane  des  deux  droites 


a 

qui  sont  précisément^  connue  on  le  verra  plus  loin^  les 
asymptotes  de  l'hyperbole. 
En  ayant  égard  à  Téquation 

r  équation  de  la  tangente  »  trouvée  précédemment^  peut 
s'écrire: 

La  tmgmte  din%i$  m  dmœ  pariieê  igala  Fmgh  de»  royoni 
vecteurs  menée  du  foyete  au  point  de  contaeU 

178.  Soient  MT  (fig.  105)  la  tangente  en  U[x',^)  à  Thy- 
perbole  : 

rappcttiée  à  ses  axesi  T  le  point  oii  cette  tangente  rencontre 

y  ^      l'axe   transverse*   En    fai- 

sant ^a^  +  b*sxc,  le  rayon 
vecteur  MF  a  pour  équa- 
tion: 

le  pdnt  T  a  pour  ordoo** 
née  zéro  et  pour  abscisse  -7^ 
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^ 

et  ron  trouve  que  sa  distance  à  MF  est 


aj/    _. p™.^^ 


^'    {tMp^ 


ou  simplement  -^ ,  puisque  Ton  a a = v^y"+  (a/ — c)*. 

L'équation  du  rayon  vecteur  MF'  se  déduit  de  celle  de  MF 
en  changeant  c  en  — c;  d'où  il  suit  que  la  distance  du  point 

T  à  MF'  a  aussi  pour  valeur  -^.  On  voit,  par  ce  qui  pré- 

cède,  que  le  point  T  est  également  distant  des  deux  rayons 
vecteurs;  il  est  clair  que  ce  point  est  situé  dans  l'angle  des 
rayons  vecteurs ,  donc  il  appartient  à  la  droite  qui-  divise 
cet  angle  en  deux  parties  égales;  donc  la  tangente  divise  en 
deux  parties  égales  l'angle  des  rayons  vecteurs  menés  des 
foyers  au  ppint  de  contact;  et  il  en  résulte  que  la  normale 
divise  en  deux  parties  égales  V angle  formé  par  Ttin  de  ces 
rayons  avec  le  prolongement  de  Vautre, 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  donne  un  moyen 
de  mener  une  tangente  à  l'hyperbole!  l' par  un  point  pris  sur 
la  courbe;  2*  par  un  point  extérieur;  3^  parallèlement  à  une 
drçite  donnée. 

179.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  mener  la  tan- 
gente en  un  point  M  d'une  hyperbole  (fig.  106).  Tirons  les 
rayons  vecteurs  MF  et  MF'  ;  prenons  sur  le  plus  grand  MF  et 
à  partir  du  point  M  une  longueur  MK:=MF,  th'ons  KF  et 
abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire  MIT  sur  KF ,  cette 
perpendiculaire  sera  la  tangente  demandée. 

En  effet,  le  triangle  MKF  étant  isocèle,  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  la  base  partage  l'angle  KMF  en  deux 
parties  égales,  on  a  donc  KMT  =  TMF;  donc  MT  est  tan- 
gente. 

Remarque.  Si  Ton  joint  le  centre  0  milieu  de  FT'  au  point  I 
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qui  est  le  milieu  de  KF,  la  droite  01  sera  parallèle  à  F'K  et 
égale  à  la  moitié  de  FK,  c'est-à-dire  à  a.  Il  résulte  de  là  que 
la  distance  du  centre  de  V hyperbole  aux  pieds  des  perpendicu- 
kires,  abaissées  d'un  foyer  sur  les  tangentes^  est  constante  et 
égale  au  demi-axe  transverse;  ou,  en  d^  autres  termes  y  le  lieu 
géométrique  des  pieds  des  perpendiculaires^  abaissées  d,es  foyers 
S  une  hyperbole  sur  les  tangentes ,  est  la  circonférence  décrite 
sur  Vaœe  transverse  comme  diamètre. 
180.  lyoposoDS-nous  maintenant  de  mener  une  tangente 

à  rhyperbole  par  un  point  H 
extérieur  à  la  courbe  (fig.  106). 
Supposons  pour  un  moment 
le  problème  résolu  ;  soit  HMT 
la  tangente  demandée  et  M  le 
point  de  contact.  Tirons  les 
rayons  vecteurs  MF  et  MF'  et 
prenons  sur  le  plus  grand  MF', 
à  partir  du  point  M,  MK=MF^ 
iig.  106.  tirons  ensuite  KF ,  HK  et  HF. 

La  tangente.HMT,  divisant  en  deux  parties  égales  Tangle  au 
sommet  du  triangle  isocèle  KMF,  cette  ligne  sera  perpendi- 
culaire à  KF  et  passera  par  le  milieu  I  de  KF  ;  on  aura ,  par 
suite,  HK  =  HF;  d'ailleurs  F'K  =  2a;  donc  le  point  K  peut 
être  détemainé  par  Tintersection  de  deux  circonférences, 
l'une  décrite  du  foyer  F  comme  centre  avec  le  rayon  2a, 
l'autre  décrite  du  point  donné  H  comme  centre  avec  le 
rayon  HF.  Le  point  K  étant  connu ,  on  le  joindra  au  foyer 
F,  et  l'on  abaissera  du  point  H  la  perpendiculaire  Hl.sur 
KF;  cette  perpendiculaire  sera  la  tangente  demandée,  et  le 
point  M,  où  elle  rencontre  F'K  prolongée,  sera  le  point  de  con- 
tact. En  effet,  on  a,  par  construction,  HK=HF;  donc  HI  est 
perp^idiculaire  sur  le  oiilieu  de  KF  j  donc  MK  =  MF  et  par 
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conséquent  MP— MF  =3la^  ce  qui  prouve  déjà  que  le  point  M 
est  sur  l'hyperbole.  En  second  Iku^  Tangie  FMI = IMF; 
donc  HM  est  tangente. 

Nous  avons  vu  que  le  point  K  est  déterminé  {lar  l^ntersec- 
tion  de  deux  circonférences  ;  or  deux  drconférraces  se  ren- 
contrent généralement  en  deux  points^  il  y  a  donc  deux  so- 
lutions et^  par  le  point  donné  T^  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes à  rhyperbole  ;  il  est  fiidle ,  en  effiêi^  de  démontrer  que 
les  deux  drconférences,  décrites  des  points  P  et  H  comme 
oentres  avec  des  rayons  égaux  respectivement  à  2a  et  à  HF^ 
se  rencontrent  toujours  en  deux  points^  si,  comme  nous  le 
supposons^  le  point  H  est  extérieur  à  lliyperbole.  Joi- 
gmms  FH;  le  point  H  étant  extérieur  à  rhypert)ole ^  suppo- 
sons FH>FH,  on  a  (n»  474)  FH— FH<2tf,  d'où  Ton  tire 
FH<9ii-f  FH;  on  a  d'ailleurs ,  dans  le  triangle  HFF, 
FF<FH+FHj  donc  on  aura  toujours  2a<FH+Fa 
Cda  prouve  que  nos  deux  dicônférences  se  rencontreôt  tou- 
jours en  deux  peints,  car  la  distance  des  centres  est  moindre 
que  la  somme  de^  rayons^  et  chaque  rayon  est  moindre  que 
la  somme  de  Tantre  rayon  et  de  la  distance  des  centras. 

ei  le  point  H  était  sur  Iliyperbde,  on  aurait  FH-^PH:=:fs; 
ou  FHssâa+FH;  alors  la  distance  des  centres  sermt  égale 
à  la  somme  des  rayons,  et  les  deux  drconférences  se  too^ 
cberaient  extérieurement.  Dans  ce  cas ,  il  n'y  a  plus  qu'une 
seule  tangente  et  ïon  retombe  sur  la  construction  donnée 
préoéd^nment. 

Si  le  point  H  était  intérieur  à  Fhyperbole,  on  aurait 
FH— FH>2»,  ou  FH>«a-f  FH,  alon  la  dstance  des 
centres  serait  plus  grande  que  la  somme  des  rayons  ;  les  deux 
dreonférences  seraient  extérieures  Kune  i  fautm,  el  il  n'y 
aurait  plus  de  tang^tte. 

18i«  La  propriété  démontrée  an  n*  178  Ibumif  encorson 
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moyen  très-simple  de  mener  à  Thyperbole  une  tangente  pa- 
rallèle à  une  droite  donnée.  Soient  F  et  F  les  foyers  de  Thy- 

perbole  (fig.  107)  et  CD 
la  droite  à  laquelle  la  tan- 
gente doit  être  parallèle. 
Si  le  problème  était  résolu^ 
-  et  que  IT  fût  la  tangente 
demandée ,  et  M  le  point 
de  contact,  en  joignant  F'M 
et  prenant  sur  cette  direc- 
tion FK=2ii,  la  ligne  FK 
fig.  107.  serait  perpendiculaire  sur 

IT  et  par  suite  sur  CD.  Il  résulte  de  là  que  le  point  K  peut 
être  déterminé  par  l'intersection  de  la  perpendiculaire,  abais- 
sée de  F  sur  CD^  avec  la  circonférence  de  rayon  3a  et  décrite 
du  point  F'  comme  centre.  Le  point  K  étant  oonnu^  on  le 
joindra  au  point  F,  et  par  le  milieu  I  de  FK  on  mènera  IT 
parallèle  à  GD^  cette  parallèle  sera  la  tangente  demandée 
et  le  point  M ,  où  elle  rencontrera  F'K  prolongée ,  sera  le  point 
de  contact.  Kn  effet  joignons  MF  ;  la  droite  IT  étant  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  KF  par  construction,  oa  a 
KM  =  MF,  donc  F'M — FM  =  2a;  ce  qui  prouve  déjà  que 
le  point  M  est  sur  l'hyperbole.  En  second  lieu,  Tangle 
FMI  =  IMF;  donc  IT  est  tangente. 

Le  point  K  est  déterminé  par  l'intersection  d'une  droite 
et  d'une  circonférence,  lesquels  se  coupent  généralement 
en  deux  points;  il  est  facile  de  voir  que  si  la  droite  CD  fait 
avec  Taxe  transverse  un  angle  jrfus  grand  que  celui  dont  la 

tangente  est  -j*  *  oa  un  angle  moindre  que  œlui  demi  la  tan* 

9 


gente  est  — ,  la  droite  et  la  circonférence  se  rencontrent  en 
a 
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deux  points  et  on  peut  mener  deux  tangentes  parallèles  à  la 
droite  donnée;  si  la  droite  CD -fait  avec  Taxe  transverse  un 

angle  ayant  pour  tangente  dz  -,  la  droite  CD  touche  la  cir- 

conférence  et  on  ne  peut  mener  qu^une  seule  tangente  à  l'hy- 
perbole; enfin  si  Tangle^  que  la  droite  CD  fait  avec  Tne 

transverse ,  est  moindre  que  Fangle  dont  la  tangente  est  - 

ou  plus  grand  que  celui  dont  la  tangente  4M; ,  la  droite 

CD  et  la  circonférence  ne  se  rencontrent  pas  et  on  ne  peut 
menei^.#iipune  tangente. 

Remarque.  La  construction  de  la  tangente,  dan&  les  trois 
cas  que  nous  venons  d'examiner,  ne  suppose  pas  que  la  courbe 
soit  tracée  ;  il  sufBt  de  connaître  les  foyers  et  la  longueur  de 
l'axe  transverse. 


Équation  de  la  tangente  menée  parallèlement  à  une 

droite  donnée. 

182.  Soient 
l'équation  de  la  courbe  et 

« 

y  =  mx 

Féquation  de  la  droite  à  laquelle  la  tangente  demandée  doit 
être  parallèle;  un  calcul  identique  à  ceux  que  nous  avons 
développés  n"  142  et  143  conduit  à  Féquation  suivante: 


yz=mx±:  s/a^m^ — 6*. 
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ËD  donnant  successivement  au  radical  le  signe  -f  et  le 
signe  — j  on  aura  les  équations  des  deux  tangentes  parai- 
lèles  à  la  droite  donnée. 

On  reconnaît  immédiatement  que  le  problème  n^est  pos- 
sible,  que  si  Ton  a  a*m* — 6'>0;  c'est-à-dire  si: la. valeur 

aibsolue  de  m  est  plus  petite  que  -.  On  retrouve  àinsila  con- 
dition déjà  obtenue  au  n^  481. 

Remarquer  :Bk  considérant  m  comme  susceptible  de  rece- 
voir toutes  les  vâeurs  possibles,  satisfaisant  à  cette  côpdition^ 
la  précédente  équation  représente  toutes  les  tan^eoites  à 
l'hyperbole  proposée.  C'est  sous  cette  forme  qn'ft  faiiftripren- 
dre  les  équations  des  tangentes  dans  les  questions  où  les  points 
de  contact  ne  jouent  aucun  rôle. 

Éqwftion  de  la  tangente  menée  par  un  point 

extérieur  donné. 

185.  Soient 

(1)  aY—bW=—a'b\ 

l'équation  de  l'hyperbole  et  {x\  y')  le  point  donné^  parleqâel  il 
s'agit  de  mener  une  tangente;  si  le  point  de  contact  ((t^'y  y") 

était  connu  ^  Féquation  de  là  tangente  serait  : 

« 

(2)  aYy—  b*af'x = — 0*6* , 

en  sorte  qu'il  suflSt  de  trouver  x"  et  y"  ;  or  la  tangente  devant 
passer  par  le  point  (x',y')y  on  a  : 

16 
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d'aûleors 

(4)  aV*  — 6«^=— aW; 

les  deux  équations  précédentes  détermineront  les  inconnues 
9f^  y^.  L'équatim  (3)  montre  que  le  point  de  contact  incooKiu 
^i  y"  est  situé  sur  la  droite 

a Vy — 6  Va? = — <fb*  ; 

cette  demi^  équation  appartient  donc  à  lA  iJbKMte  qui  joint 
les  points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  deux  tangentes 
menées  par  le  point  donné. 

184*  On  peut  résoudre  la  même  question  de  k  manière 
suivante  : 

Soit 

(1)  y  =  mx  +  ^à^m* — 6* , 

réquatioti  d'une  des  tangentes  demandées  ;  le  co^Scient  an- 
gulaire inconnu  m  devra  satisfaire  à  Téquation 

(2)  y'=mx'+^a*m*—b\ 

où  le  radical  doit  être  pris  avec  le  même  sigde  que  dans 
l'équation  (i)  ;  en  éliminant  ce  radical  par  le  moyen  de  Péqua- 
tiçli  (S)|  réquation  (1)  peut  s'écrire  : 

et  si  Fon  fait  disparaître  le  radical  de  l'équation  (2)^  celle-ci 
devient  : 

(a/»— a*)m«— 2jr'y'm+(y'*  +  6*)=0; 
on  en  tire  : 

_x'y'±  \/a*y'^  —  6 V  +  o«6« 
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ce  qui  permet  de  former  les  équations  des  deux  tangentes. 
Remarque.  Si  les  deux  valeurs  de  m  sont  réelles  et  iné- 
gales, le  point  M  est  extérieur,  comme  on  Ta  supposé,  et 
alors  on  peut  mener  deux  tangentes  ;  si  les  valeurs  de  m  sont 
égales,  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe,  et  on  ne  peut 
mener  qu'une  seule  tangente;  enfin  si  les  valeurs  de  m  sont 
imaginaires,  le  point  est  dans  Tintérieùr  de  la  courbé  et  on 
ne  peut  plus  mener  de  tangente. 

Diamètreê,  —  Diamètres  conjugués  et  cordes 

supplémentaires, 

185.  Soit 

réquation  d'une  hyperbole.  Le  diamètre  correspondant  aux 
cordes,  dont  le  coefficient  angulaire  est  m,  a  pour  équation 

(nMOSJ:  - 

a'my-^6*â?=:0      ou      y=:-,^— a:, 

a  m 

et  Ton  constate  imthédiatement  les  propriétés  que' nous  avons 
établies  d'une  manière  générale  (n»  108),  savoir':  que  tous 
les  diamètres  passent  par  le  centre  et  que  toute  droite  qui 
passe  par  le  centi'e  est  un  diamètre.  Il  faut  remarquer  le 

cas  de  m  =  df:  -  •/  i^lors  le  coefficient  angulaire  du  diamèbe 

a 

est  aussi  d=  - ,  ce  qui  semblerait  une  contradiction ,  pms- 

qu'ici  le  diamètre  se  trouve  parallèle  à  des  cordes  qu'Q  de- 
vrait diviser  en  deux  parties  égales.  Il  est  aisé  d'expliquer 
cette  circonstance ,  car  on  peut  vérifier  que  l'un  des  points 
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d'intersection  de  l'hyperbole^  avec  chacune  des  cordes  dont 
il  s'agit^  est  situé  à  l'infini  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  da 
point  commun  à  ces  cordes  et  à  leur  diamètre.  Les  deux  dia- 
mètres particuliers^  dont  nous  venons  de  parler^  ne  sont 
autre  chose  ^  comme  on  le  verra  plus  loin^  que  les  asymptotes 
de  la  courbe. 

Si  m'  désigne  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  corres- 
pondant aux  cordes  dont  le  coefficietit  angulaire  est  m, 
on  a  : 

,       b'       .  ,      b* 

m=-T—      ou      inm=-r: 
a*fn  a* 

cette  dernière  équation  exprime  la  condition  pour  que  les 
diamètres 

y^=mx^         y=m'Xf 

soient  conjugués. 

186.  Soit  M(j?',!0  im  point  quelconque  de  Thyperbole;  le 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  est  -^5  celui  du 

v' 

diamètre  qui  passe  au  point  M  est  ^.  Le  produit  de  ces  deux 

coefficients  est  -^^  donc  la  tangente  est  parallèle  aux  cordes 

a  \ 

que  le  diamètre,  mené  au  point  de  contact ,  divise  en  deux 
parties  égales. 

Cette  propriété  fournit,  comme  pour  l'ellipse ,  un  moyen 
de  mener  une  tangente  :  1°  par  un  point  donné.sur  la  courbe; 
2°  parallèlement  à  une  droite  donnée.  La  solution  de  ces 
questions  étant  la  même  que  dans  l'ellipse^  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas. 

187.  Les  diamètres  de  l'hyperbole 

(1)  aY—b*x*=—a*b*, 
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sont  dits  transverses  ou  non  transverses  y  suivant  qu'ils  ren- 
contrent ou  ne  rencontrent  pas  Thyperbole. 
Soit 

(2)  y=mxy 

l'équation  d'un  diamètre;  on  trouve^  pour  les  coordonnées 
des  points  communs  avec  l'hyperbole. 


(3) 


^=*\/f^'  »-»V^^- 


6« 
Ces  valeurs  sont  réelles  si  m'  est  moindre  que  -r,  c'est-à- 

dire,  si  m  est  compris  entre et  +  -.  Le  diamètre  est 

a  a 

donc  transverse  dans  ce  cas,  il  est  non  transverse  dans  le  cas 
contraire.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  diamètre  non  trans- 
verse ^  et  changeons  le  signe  de  la  quantité  qui  est  sous  la 
radical  dans  les  valeurs  de  x  et  de  y,  il  viendra  :  ^ 

(4)^  X  =  ±\/ "^--z -,         y=±:i»l/-r— 5 rr. 


Les  deux  points  représentés  par  ces  équations  sont  situés  s\ft 
le  diamètre  que  nous  considérons  et  à  égale  distance  du 
centre  :  on  les  nomme  les  extrémités  du  diamètre  non  trans- 
verse, bien  qu'ils  ne  soient  pas  situés  sur  la  courbe,  et 
leur  distance  est  dite  la  longueur  du  diamètre. 

Si  Ton  élève  au  carré  les  équations  (3)  ou  (4^  et  qu'on  ajoute 
ensuite,  on  aura  le  carré  de  la  demi-longueur  d'un  diamètre 
transverse  ou  non  transverse,  dont  le  coefficient  angulaire 
est  m.  On  trouve  ainsi,  pour  le  carré  d'un  demi -diamètre 
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transvaM (1 +m")  rr ;— r,  et  pour  le  carré  d'un  demi- 

diamètre  non  transverse  (1 4-in*)  -r— r — rr. 

On  peut  trouver  aisément  la  ligne  formée  par  les  extrémi- 
tés des  diamètres  non  transverses.  L'équation  de  oette  ligne 
s'obtiendra  évidemment  en  éliminant  m  entre  les  équa* 
tiens  (4);  or  les  équations  (4)  se  déduisent  des  équations  (3), 
en  changeant  o*  en  — o*  et  6'  en  —6*  ;  d'ailleurs  l'élimina- 
tion de  m  entre  celles-ci  conduirait  à  la  proposée  (1]  ;  donc 

» 

réquation  de  la  ligne,  que  nous  cherchons^  peut  se  dé- 
duire inunédiatement  de  Téquation  (l]j  en  Getisant  Iq  simple 
changement  de  a'  en  — o*  et  de  b*  en  — 6*;  on  obtient 
ainsi  : 

(5)  aY^bW  =  a*h\ 

9 

Cette  équation  représente  une  hype]4)ole.  Chacune  des  hypw- 
boles  (1)  et  (5)  a  pour  axe  transverse  le  noii  transverse  de 
l'autre;  on  peut  même  ajouter  que  tous  les  diamètres  non 
transverses  de  Tune  spnt  les  diamètres  transverses  de  Tautre. 
Ces  deux  hyperboles  sont  dites  conjuguéei. 

Remarque.  Deux  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  sont 
toujours,  l'un  transverse  et  l'autre  non  transverse;  car  la  rela- 

tion  mm'  ^  -i ,  qui  existe  entre  w  et  m',  montre  que  la  va- 
leur absolue  de  l'un  de  ces  coefficients  est  toujours  moindre 
que  -  et  l'autre  plus  grande;  sauf  le  cas  de  i»=m'=^-,  que 

nous  avons  déjà  mentionné. 

188.  On  nomme  cordes  scqpplân^taires  de.rhypeiixde; 
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ox  cordes  Mil  et  VD'  (fig*  408)^  qui  jœgiient  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  aux 
extrémités  d'un  diamètre 
transverse.  On  démontre 
idenUquement.commepour 
Tellipse^  que  deux  cordes 
supplémentaires  sont  tou- 
jours parallèles  à  deux  dia- 
mètres conjiigués.Gette  pro- 
priété conduit  aussi  aux 
mêmes  conséquences;  elle 
rmet^  en  particulier^  de  mener  une  tangente  à  ITiyperbole 
r  un  point  donné  de  la  courbe ,  ou  parallèlement  à  une 
Dite  donnée:  maïs,  la  construction  étant  identique  avec 
Ile  que  nous  avons  développée  dans  la  théorie  de  rellipse, 
us  ne  croyons  pas  devoir  nous  y  arrêter. 
La  considération  des  cordes  supplémentaires  donne  aussi 
moyen  de  construire  deux  diamètres  conjugués  d'une  hy- 
rbolé  qui  fassent  entre  eux  un  angle  donné  ;  enfin  elle  per» 
ît  de  trouver*  les  lin^ites  de  l'angle  de  deux  diamètres  6on- 
jués;  dans  ITiyperbole,  Tanglé  aigu  de  deux  cordes  sup- 
îmentaires  peut  varier  de  zéro  à  90°^  ^ 

'De  rhyperbole  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués. 

189.  On  peut  obtenir  les  résultats  qui  précèdent  en  çher- 
ant  tous  les  systèmes  d'axes,  pour  lesquels  l'équation  de 
yperbole  ne  renferme  ni  rectangle  ni  termes  du  premier 
gré.  Soit  ' 

(j)  aY-^Vx^='^a''h\ 


quatioii  de  l'hypeibola  rapportée  à  ses  axes^  Remplaçant  x 
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pm  xcosoL-^-ycos^ y  y  par  x  sina-j-ysina';  posant  en  outre: 
(J)  tangatanga'  =  -j. 


a'sin'o — 6*  ces*  a*  a'sinV — 6*cosV' 

rttmptîon  de  la  courbe  devient  : 

W      ë  —  ^ =— 1      ou      a'V — 6'*^*=— rf'fc"- 

Uéquation  (2)  est  nécessaire  pour  Févanouissement  du  rec- 
tangle; elle  exprime  alors  la  relation  entre  les  coefficients  an- 
gulaires de  deux  diamètres  conjugués;  les  valeurs  de  a'*  et 
6'*  sont  positives,  si  Ton  suppose  que  tanga  soit  compris 

entré — -  et +^;  alors- le  diamètre ,  pris  pour  nouvel  axe 

des  Xy  est  transverae  e|.8Qa  conjugué  non  transverse.  Il  est  évi- 
dent que  la  (oingueiir  W  ^  bien  ce  que  nous  avons  nommé  la 
longueur  du  diamkre  non  transverse,  dirigé  ici  suivant  le  nou- 
vel  axe  des  y..  Par  un  calcul  semblable  à  celui  que  nous  avons 
fait  au  sujet  de  l'ellipse  ^  on  déduit  des  équations  (2)  et  (3)  : 

a'6'sin(a' — a)  =  06; 
a"— 6'*=a*— *«. 

Ces  équations  expriment  que  : 

l""  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conju- 
gués eit  équivalent  au  rectangle  construit  sur  les  axes; 

2° .  La  différence  entre  le  carré  d^un  diamètre  transverse  et 
le  carré  de  son  conjugué  est  égale  d  ta  différence  entre  le  carré 
de  Vaope  iransverse  et  le  carré  de  Vaxe  non  transverse. 

Cette  dernière  propriété  montre  que  deux  diamètres  con- 
jugués '■  ne  sont  jamais  égaux  dans  l'hyperbole.  11  n'y  a 


t      1" 
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d'exception  que  pouE>.l'b]riMit&Ql!fc  iéquilat^;  les  axes  de 
celle-ci  étant  égaux  entrè^eux,  deux  diamètres  conjugués 
quelconques  le  sont  aussi. 

ASYMPTOTES  DE  L^HTPERBOLE. — ^LES  ASTBIPTOTES  COÏNCIDENT  AVEC  IBS 
DIAGONALES  DU  PARALLELOGRAMME  TORME  SUR  DEUX  DIAMèlBiS 
CONJUGUÉS  QUELCONQUES. — LES  PORTIONS  d'uNE  SÉCANTE  OU  d'uNK 
TANGENTE,  COMPRISES  ENTRE  l' HYPERBOLE  ET  SES  ASYMPTOTES, 
SONT  ÉOAI^ffi  ENTRE  ELLES.  —  APPLICATION  A  LA  CONSTRUCTION 
DE  LA    TABRE. 


>A^»   El^ 


190.  Soit 

(1)  ay  — 6«:r«  =  — a»6*, 

l'équation  d'une  hyperbole ,  rapportée  à  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques  2a  et  2b;  on  en  tire  : 

t 

(2)  y  —  ±-  Jx*—a*.  , 

D'après  la  théorie  générale,  exposée  (n®  123),  on  aura  les 
asymptotes  de  la  courbe,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  la 
quantité  ar*— -a**,  qui  est  sous  le  radical  de  Téquation  (2), 
sans  avoir  égard  au  reste  de  l'opération ,  et  en  remplaçant 
ensuite,  dans  l'équation,  ce  même  radical  par  la  racine  obte* 
nue.  Cette  racine  est  â?  ;  les  deux  asymptotes  sont  donc  données 
par  l'équation 

(3)  y^±ix. 

On  peut  démontrer  ce  résultat,  àposkrioriy  de  la  manière  la 
plus  simple;  désignons  en  effet  par  y  et  y'  les  ordonnées  de 
deux  points,  correspondant  à  une  même  abscisse  x^  et  appar- 
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tenant  l'un  à  l'hyperbole^  Fautre  à  Time  quf|conque  des 
droites  représentées  par  l'équation  (3)  ;  on  aura  : 

-.«  —  —  T* h^  ià'^  — X*' 

d^où 

on  voit  que  si  y  et  y'  sont  de  mêmes  signes^  ^ÉÉ^  ^^  P®^^ 
le  supposer^  la  dififérence  y' — y  sera  nulle  p|ppfe=±oo, 
car  alors  y  et  ^  sont  tous  deux  infinis.  Il  s'ensuit  que  les 
droites  (3)  sont  bien  asymptotes  de  l'hyperbole. 

La  première  des  équations  (3)  est  satisfaite  en  posant 
x=.±(^  y  y  =  ±b  y  la  seconde  est  satisfaite  en  posant 
x=±aj  y=zf:h'y  on  en  déduit  que 

Les  asymptotes  de  l'hyperbole  coïncident  avec  les  diagonales 
du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués. 

Remarque.  Dans  l'hyperbolç  équilatëre,  les  équations  des 
asymptotes  sont  : 

y=x,        y=î— ar; 

d'où  il  résulte  que 

Les  asymptotes  de  Vhyperbole  équiiatère  dimsent  en  partisi 
égales  les  angles  formés  par  deux  diamètres  conjugués;  ei,  par 
conséquent  y  ces  asymptotes  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

191,  Soit  MM'  une  corde  de  l'hyperbole  (fig.  109);  pre- 
nons pour  axe  des  y  le  diamètre  parallèle  à  cette  corde,  et 
pour  axe  des  x  le  diamètre  conjugué;  Téquation  de  l'hy- 
perbole sera,  en  désignant  par  ^a  et  26  les  longueurs  des 
deux'  diamètres , 

«V — ft'«'= — a*6*; 
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d'où  l'on  tire  : 


et  les  équations  des  asymptotes  seront 


On  a  alors  évidemment  : 

MP  =  M'P       et       NP  =  N'P; 

d'où  Von  déduit,  par  soustraction, 

MN  =  M'N'; 

ce  qui  prouve  que 

Les  ^orliora  d'une  sécante  quelconque,  comprises  entre  l'hy- 
perbole et  ses  asymptotes ,  sont  égales  entre  elles. 

Remarque  I.  La  propriété  que  nous  venons  d'établir  a 
évidemment  lieu  si  la  corde, 
interceptée  par  l'hyperbole 
sur  la  sécante,  se  réduit  à 
zéro ,  auquel  cas  la  sécante 
devient  tangente.  On  peut, 
au  surplus,  donner,  pour  ce 
cas,  une  démonstration  di- 
recte que  le  lecteur  trouvera 
aisément  lui-même. 

Remarque  II.  Ce  qui  pré- 
cède fournit  le  moyen  de  me- 
flg,  ,09,  ner  une  tangente  à  l'hyper- 

bole par  uD  pomt  pns  sur  la  courb^j  il  suffît,  en  effet, 
pour  résoudre  cette  question,  de  mener  par  le  point  une 
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droite  telle  que  la  portion  de  cette  droite^  comprise  entre  tes 
asymptotes,  soit  divisée,  par  ce  point,  en  deux  parties  ^es. 

LE  RECTANGLE  DES  PARTIES  D^UNE  SECANTE  y  COMPRISES  EHTBI  H 
POINT  DE  LA  COURBE  ET  LES  ASYMPTOTES,  EST  EGAL  AU  CARRE  DI 
LA  KOITIÉ  DU  DIAMÈTRE  AUQUEL  LA   SECANTE  EST   PARALLÈLE. 

19S.  Soient  MM'  (lig.  109)  une  sécante  d'une  hyperbole; 
N  et  N'  les  points  où  cette  sécante  rencontre  les  asymptotes; 
ia  et  26  les  longueurs  des  diamètres  conjugués,  dont  Ton 
est  parallèle  à  MM'*  L'équation  de  Thyperbole  sera 

(i)  ^Y  — 6*a;*=— oW, 

et  celle  des  asymptotes , 

(2)  a«Y«— 6«X*=0; 

en  désignant  par  X  et  Y  les  coordonnées  des  asymptotes. 
On  tire  de  ces  équations  : 

6»  6* 

y*  =  l-(x'^a')y      Y*=^X\ 

9i  Pon  suppose  a?=X=OP,  on  aura: 

Y«-y«=6«,        ou       (Y+i/)(Y-i,)=6%    ' 

ou  enfin 

MN'XMN  =  6«. 

Il  résulte  de  là  que 

Le  rectangle  des  parties  d'une  sécante,  comprises  entre  te 
asymptotes  et  un  point  de  la  courbe^  est  égal  au  carré  de  la 
moitié  du  diamètre  y  auquel  la  sécante  est  parallèle. 
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195.  Les  deux  propriétés  démontrées  aux  n°*  191  et  192 
donnent  le  moyen  de  construire  une  hyperbole^  quand  on 
connaît  les  asymptotes  et  un  point  de  la  courbe. 

On  peut  d'abord  construire  la  courbe  par  points.  Si,  en 
efiTet,  on  mène,  par  le  point  donné  M  (fig.  109),  une  droite 
quelconque  NMN'  qui  i'encontre  en  N  et  N'  les  asymptotes, 
puis  que  l'on  prenne  N'M'=NM9  le  point  M'  appartiendra  à 
l'hyperbole.  On  pourra  obtenir  ainsi  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  courbe. 

En  second  lieu,  on  peut  trouver  aisément  les  axes  de  l'hy- 
perbole; en  effet,  pour  avoir  lés  directions  des  axes,  il 
sufBt  de  diviser  en  deux  parties  égales  les  angles  formés  par 
les  asymptotes;  on  aura  ensuite  la  demi-longueur  de  Tun 
des  axes ,  en  abaissant  du  point  M  une  perpendiculaire  sur 
la  direction  de  l'autre  axe,  et  cherchant  ensuite  (n»  192)  une 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  de  cette  perpen- 
diculaire, compris  entre  les  asymptotes  et  le  point  donné. 

194.  Les  mêmes  propriétés  donnent  encore  une  méthode 
très-simple  pour  construire  une  hyperbole,  quand  on  connaît 
deux  diamètres,  conjugués  et  l'angle  qu'ils  font  entre  eux. 
En  effet,  en  menant  les  diagonales  du  parallélogramme  con-. 
struit  sur  les  diamètres  conjugués,  on  aura  les  asymptotes; 
connaissant  les  asymptotes  et  deux  points  de  la  courbe,  on 
pourra  la  construire  par  points  ou  trouver  les  axes  par  le 
moyen  indiqué  au  n""  précédent. 

FORME  DB  l'Équation  db  l'htfbrbole  rappqrtéb  a 

SES  ASYMPTOTES. 

''  195.  Si,  par  un  point  quelconque  A  d'une  hyperbole 
(fig.llO)  on  mène  les  droites  AM  et  AN  respectivement  paral- 
lèles aux  asymptotes  a;'x,  y'y,  l'aire  du  parallélogramme  AMON 
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■en  égale  à  la  huitième  partie  du  rectangle  construit  sur  les 
'  axes.  En  efièt,  constnûsoos  le 

parallél<^TammeCDEF  suris 
diamètres  conjugués  A'À  et 
BB*;  à  cause  de  AF=:AC, 
on  a  ON  =  NF  j  par  consé- 
quent le  pBralIél(^ranune 
AMON  est  équivalent  au  trian- 
gle OAP  qui  est  le  hnitiëme 
du  parBUélognunme  CSiEF  et, 
par  conséquent,  le  huitième 
du  rectangle  construit  sur  la 
axes. 

Cette  propHété  permet  <le 
trouver  immédiatement  l'é- 
quation de  l'hyperbole  rap- 
portée à  ses  asymptotes.  En 
eBei,  prenons  pour  axe  des  x  l'asymptote  m^i,  pour  axe  des 
y  l'asymptote  y'y  ;  désignons  par  0  l'uigle  yOx ,  par  %t  et  2t 
les  longueurs  des  4xes;  on  aura,  pour  un  point  quelconqna 
de  la  courbe, 


iS!in»  =  -j. 

C'est  l'équation  diercbée.  On  a  : 

.   H           b               ta 

""•      .■  +  »•■ 

donc  s'éaire  : 

ses  asymptotes  peut 

,„  «■+'• 
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^     a'  +  ft*  ' 

La  quantité  — - —  est  désignée^  par  quelques  auteurs,  sous 

le  nom  de  puiisanee  de  rhyperbole. 

196.  On  peut  résoudre  la  même  question  en  partant  de 

l'équation 

•I 

(1)  oy— 6«ir«  =  — a*6% 

relative  aux  axes,  et  en  employant  les  formules  de  la  trans- 
forpiation  des  coordonnées  : 

(2)     a?=a?'cosa-fî/'cosa',       y=a^sina-|-y'sina'; 


On  a    ici   COS  a  =  COS  a'  =.  ^  sina  =  — 


k  ^« 


et  sina'  =    .  ;  les  formules  (2)  deviennent  alors  : 

v/o'  +  6» 

a(a:'+y)  ,.  _  biy'-aT) . 

substituant  dans,  l'équation  (1)  et  mettant  ensuite  â?  et  y  au 
lieu  de  a/  et  y',  il  vient  : 

a*  +  6« 
xy  =  — j — . 


yàire  de  Phyperbole. 
187.  Soit 

Féquation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes,  et  0 
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Tangle  formé  par  ces  asymptotes;  soient  G  et  M  (fig.  lil) 

deux     points    de    la 

courbe,  dont  le  prenùer 

sera  oontîdécé  comme 

fixe  et  le  seûond  comme 

mobile.  Dés%ÎK>n8  par 

a  Pabscisse  du  point  C 

et  par  (T  celle  du  point 

M.  Soient  enfin  ii  Faire 

du  trapèze  CDPIA  formé 

y/  par  Taxe  des  x.  Tare  CM 

fis-  iH.  et  les  ordonnées  de  ses 

m* 
extrémités.  L'ordonnée  du  .point  M  étant  —  .la  dérivée  W  de 

X 

l'aire  u,  considérée  comme  fonction  de  of^  a  pour  valeur 

(!!•  i58)  : 

1 
u'=:m*sin6x~; 

X 

or,  si  l'on  désigne  par  /  les  logarithmes  népériens,  on  sait 

1 
que  la  fonction  i»*sin6xte  a  pour  dérivée  m*sin6  X-; 

on  aura  donc  (n**  159)  :  . 


ou 


tt=m'sinôxte — m^sin^xla 


X 

w  =  m^sin6x/-. 

a 


Cette  formule  se  simplifie  dans  le  cas  de  l'hyperbole  équila- 
tère.  On  a  alors  sin6  =  l  et,  si  Ton  prend  m  pour  l'unité, 
il  vient  :  ^ 


a 
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Enfin  si  Fon  met  le  point  C  au  sommet  de  la  courbe^  on 
a  a=i  éty  par  suite, 

Cette  pmfonétë  des  logarithmes  népériens^  d'exprimer  ainsi 
Taire  Afdpïfpeià)o\e ,  a  fait  donner  à  ces  logarithmes  le  nom 
fkupenokques. 

Remarque.  Ce  qui  précède  permetde  trouver  inuqédiate- 
ment  Taire  d'un  segment  hyperbolique  ;  car  cette  aire  est  la 
diCférenœ  entre  Taire  d'un  trapèze  rectiligne  fadie  à  évaluer 
et  Paire  dont  nous  venons  de  nous  occuper. 


QueiUans  â  résoudre  (*). 

I.  Étant  donnée  une  hyperbole  équilatère^  on  inscrit  dans 
cette  courbe  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  et  Ton  abaisse 
du  point  A  la  ligne  AD  perpendiculaire  sur  Thypoténuse  BC; 
on  propose  de  démontrer  que  la  ligne  AD  est  tangente  à  la 
courbe.  (Cette  question  est  comprise  comme  cas  particulier 
dans  la  première  des  questions  proposées  à  la  fin  du  ëha- 
pit^  V,  page  161.) 

n.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  triangles  qui  ont  même 
base  9  et  dans  lesquels  la  différence  des  angles  à  la  base  est 
constante.. 

m.  Étant  donnée tme  ellipse  ou  une  hyperbole,  on  mène 


(*)  On  peut  proposer  poiir  l'hyperbole  des  qaesUons  analogue  à  edles 
relatives  à  FeUipse  et.qai  ont  été  résolues  ou  seulement  indiquées  dans  le 
chapitre  précédent.  Nous  engageons  le  lecteur  à  reprendre  ici  ces  ques- 
tions et  à  eiumniner  \ee  modifications  qu'elles  subissent  dans  le  passage 
de  l'elUpae  à  lliypeibole. 

17 
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une  corde  CDj  et  on  joint  les  extrémités  G  etDdei  cette  corde 
aux  extrémités  A  et  A'  de  Taxe  focal.  Cela  posé  j  on  demande 
de  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  d^intersection  M  des 
lignes  AC  et  AD  quand  la  corde  CD  se  meut  en  restant  paral- 
lèle à  elle-même. 

IV.  Démontrer  que  la  ligne  j  qui  joint  les  milieux  des  <Ua^ 

jgonales  d'un  quadrilatère  circonscriptible^  passe  par  Te  centie 
du  cercle  inscrit* 

Indkaiwi  du  mode  de  déwHmstrotm*  Deux  sommets  oppo- 
sés B  et  D  du  quadrilatère  sont  sur  une  hyperbole  qui  « 
pour  foyers  les  deux  autres  sommets  A  et  G;  les  tangenta« 
en  B  et  D  à  cette  hyperbole  se  coupent  au  centre  du  cercle 
inscrit  dans  le  quadrilatère.  On  conclut  aisément  la  démon- 
stration demandée. 

V.  On  donne  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  AA'  est 

l'axe  focal  et  F  un  foyer.  Par  le  sommet  A  le  plus  voisin  de 

ce  foyer,  on  mène  une  droite  queloonqne  qui  rencontre  la 

courbe  au  point  G  et  on  la  prolonge  d'une  quantité  CD^  teDe 

AD  m 

que  le  vBfwti  Vn  soit  égal  au  rapport  donné  --;  puis  on 

tire  les  droites  A'C'et  FD  qui  se  rencontrent  au  point  £•  Cela 
posé,  on  dmnande  la  courbe  que  décrit  le  point  E,  quand  la 
droite  AD  prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  som- 
met A. 

VI.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  mêmes  axes;  on  mène 
une  tangente  en  un  point  quelconque  de  l'hyperbole;  puis, 
pw  les  pcMUts  de  rencontre  de  cette  tangente  avec  P^i^^  on 
m^ie  deux  tangentes  à  l'ellipse  qui  se  rencontrent  en  un 
pokit  M  àtmX  on  demande  le  \im . 


mm^im^<mmm 
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CHAPITRE   VIII. 


DE  LA  PARABOLE. 


EQUATION  HJ^  LA  PARABOLB  RAPPORTEE  A  SON  AXE  ET  A  LA  TANGENTE 
AU  SOMMET.  —  RAPPORT  DES  CARRES  DES  ORDONNÉES  PERPENDICU- 
LAIRES  A  L^AXE. 


As.  On  a  vu  (n»  114]  que  réquation  du  second  degré 
peut  être  ramenéc^^  dans  le  cas  de  la  parabole^  à  la  forma 

Mt/*  +  Pa;  =  0 , 

X  ei  9  désignant  des  cocordonnées  rectangubriraB.  En  ^po- 

F 

sant  —  -r-  =  ^  ^  cette  équation  devient  : 

(1)  y*=:^x. 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  la  consîdérefons  et  nous 
sQpposeions j»  positif;  le  cas  de  p  <  0  se  ramènerait  de  suite 
au  cas'de  p>0>  en  changeant  le  sens  des  abscisses  posHives. 
On  tire  de  l'équation  (1) 


(2)  y=±\J^, 

La  valeur  dé  y  Wt  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  néga^ 
tives  de  oc  $  kursqu'on  fait  croître  a>  de  làro  à  L'infiiu>  la  va* 


fig.  112. 
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eur  de  y  est  réelle  et  croît  de  zéro  à  l'infini  ;  la  parabole 

s'étend  donc  à  l'infini  à 
partir  de  l'origine^  et  elle 
est  formée  de  deux  arcs 
OBy  OC  symétriques  par 
rapport  à  Taxe  des  Xj 
comme  l'indique  la  fi- 
gure 113.  L'axe  des  x 
est  donc  un  axe  de  la 
courbe  et  l'origine  un 
sommet.  La  ^[ùantité; 
se  nomme  le- parotnAf e 
de  la  parabole. 

199.  L'équation  (1)  montre  que  le  rapport  du  carré,  de 
l'ordonnée  à  Tabsciase  est  constant;  il  en  résulte  que:  cioiu 
la  parabole  le$  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  él  P'axe 
sont  entre  eux  comme  les  distances  du  sommet  aux  pieds  de 
ces  ordonnées. 

Cette  propriété  fournit  un  moyen  de  construire  la  parabole 
par  points.  En  effet,  soit  OP  (fig.  112)  une  abscisse  quelcon- 
que.; prenons  sur  Oo;'  une  longueur  OH==âp  et  sur  HP, 
comme  diamètre,  décrivons  une  circonférence;  par  le  point 
I ,  où  cette  circonférence  coupe  Taxe  Oy ,  menons  une  paral- 
lèle h  Ox;  le  point  M,  où  cette  parall^e  rencontre  Tor- 
donnée  menée  par  le  point  P,  appartiendra  à  la  parabole 
y*=2pa:;  carcma: 


MP  =01  =OHxOP  =  2pXOP. 

200.  On  nomme  points  intérieurs  à  la  parabole  les  points 
qui  9  comme  ceux  de  l'axe  Ox,  sont  renfermés  daiis  la  figure 
formée  par  la  courbe,  et  points  extérieurs  tous  les  autres 
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points  du  plan  non  situés  sur  la  courbe.  Gela  posé,  pour 
tout  point  «extérieur  à  la  parabole , 

y«  — 2pa?=0, 
on  a: 

y*— 2px>0, 

et ,  pour  tout  point  intérieur  y 

y*  — 2pa?<Ô. 

Cionsidérons  d'abord  le  cas  d'un  point  Mextérieur.  Ce  point 
aura  %méme  abscisse  qu'un  certain  point  de  la  courbe  et 
une  ordonnée  plus  grande  en  valeur  absolue,  ou  il  aura 
une  abscisse  négt^tive.  Dans  les  deux  cas  on  a  évidenoi- 
ment  y* — |pa;>0.  Un  raisonnement  semblable  prouve  la 
deuxième  partie  du  théorème. 

VOTBR  RT  DIRBCTRIÇB  DE  LA  PARABOLK.  •—  CHACUN  BBS  FOIHTS  pB 
LA  COURBE  EST  EGALEMENT  iLOIGN^  DU  FOTER  ET  DE  LA  DIREG^ 
TRICE.  —  CONSTRUCTION  DE  LA  PARABOLE. 

201.  Soit  la  parabole 
(i)  »'  =  2pa?, 

rapportée  à  son  a^e  et  à  son  sommet;  nous  nous  proposons 
de  trouver  les  foyers  qu'elle  peut  avoir.  Soient  a/  6  les  coor- 
données d^m  foyer  et  8  la  distance  de  ce  foyer  à  un  point 
quelconque  M  (a?,  y)  de  la  courbe  ;  on  aura  : 

(2)  .^*=v/(a:-a)«  +  (y-6)^ 

Mais,  par  définition  (n<>  132)^  cette  distance  S  peut  s^exprimer 
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par  une  fonction  linéaire  Ix+my-^n  àm  coordonnées  â» et 
^  ;  on  a  donc  : 

)/{x — a)*  +  (y — 6)*  =  te  +  my  +  ** 
ou 

(3)      (x—aY  +  (y—6Y^(lx  +  my+nY=0, 

Cette  équation  (3)^  exprimant  une  relation  constante  entre 
les  coordonnées  de  chaque  point  de  la  parabole^  n'est  autre 
chose  que  l'équation  même  de  cette  courbe;  elle  doit,  par 
suite;  être  identique  à  l'équation  (i).  Mais  l'équation  (1)  ne 
renferme  pai  le  rectangle  asyj  tandis^  que  dans  Té^llon  (3) 
ce  rectangle  eriste  avec  le  coelBSdent  «-  3Im  /  il  fitut  donc 
que  Fon  ait  /mc^Oy  e'estnà-dire ^  IrsO  où  m=0. 

Supposoni  masO;  alors  ^  sera  -une fonction  linéaire  de  x 
seule.  L'équation  (2)  donne  : 

en  remplaçant  y  par  sa  valeur  tirée  de  (4  )y  savoir  : 

il  vient: 

8«  =  a?* — 2aa:  +  a«  +  3p  jr — 26  v/i^+ 6*. 

Puisque  3  doit  être  rationnelle  j  il  &ut,  â  fortiori  y  que  S^  le 
soîtj  cela  exige  que  Ton  ait  6=0,  c'es1^à-^ire>  que  les  foyers 
soient  situés  sur  Taxe  des  x.  L'expression  de  8*  devient  alors: 

a* = a* — 2(ot — p)a:  +  a»  ; 

pour  que  le  second. membre  soit  un  carré,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait: 
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d'où  Pott  tire  : 


P 

"-2- 


On  trouve  ainsi  un  foyer  unique^  situé  sur  l'âXe/  à  Uhê  dis» 
tance  du  sommet  égale  à^. 

n  est  àiié  éê  voir  que  lliypothè^  de  /ssO  est  inadmissi- 
ble; eSëctivemêût  8  sei^it  alOK 
une  fonction  linéaire  de  y  seul, 
et  d'un  autre  côté,  en  rempla^ 

— ^-~ 

de  S*>  cette  expression  serait  du 
quatrième  degré  en  t^,  ce  qui  est 
évidemment  contradictoire.  ' 
Si  Ton  prend  sur  O^r  (fig,  413) 

une  distance  OF  ==  ~>  le  point  P  sera  le  foyer  de  la  pai*abde 

202.  Remplaçant  «  par  ^  dans  l'expression  de  $%  on  au)*ft  t 

fST  =  a;»  +  par  +  Ç  =  (a:+|y. 

-La  distance  PM,  qu'on  nomme  rayon  vecteur,  est  une 
quantité  positive;  d'ailleurs  x  est  toujours  positif,  on  a  donc  : 

FM  =  a;4-|. 
Soit  DD'  (flg.  113)  la  droite  dont  l'équation  est 


- 

D 

y 

K 

1 

/i 

^ 

X' 
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0 
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■ 
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la  distance MK,  du  point  M  à  cette  droite,  a  pour  valeur 


et  par  suite;  on  a: 


MK  =  a:  +  |, 


FM  =  MK. 


La  droite  DD'  est  dite  la  directrice  de  la  parabole;  cett« 
directrice,  parallèle  à  Taxe  des  y  et  extérieure  à  la  parabole, 

se  trouve  placée  à  une  distance  du  sommet  égale  à  ^;  et  on 

z 

voit  que  :  chacun  des  points  de  la  parabole  estégàlemeni  éloigné 
du  foyer  et  de  la  directrice. 

805.  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  parabole  sépare  les 
points  du  plan,  dont  le  rayon  vecteur  est  plus  grand  que 
la  distance  à  la  directrice,  de  ceux  pour  lesquels  ce  rayon 
vecteur  est  moindre  que  la  distance  à  la  directrice.  En 
d'autres  termes,  le  rayon  vecteur  d'un  point  du  plan  de  la 
parabole  est  inférieur  ou  supérieur  à  la  distance  de  ce  point 
à  la  directrice ,  suivant  qu'il  est  intérieur  ou  extérieur  à  la 
courbe. 
En  effet,  soient  F  le  foyer  et  DD'  la  directrice  d'une  para- 
bole (fig.  li,4);  lo  p.  étant  inté- 
rieur à  la  coiii*be,  menons  PMN 
perpendiculaire  à  la  directrice, 
et  soit  M  le  point  dQ  rencontre 
avec  la  courbe;  le  triangle  FMP 
donne  PF  <  MP  +  MF  ;  mais 
MF  =  MN,  donc 

PF  <  PN. 

fiK.  114. 

2°  ï*'  étant  un  point  extérieur  à  la  courbe ,  menons  NPH 
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perpendiculaire  à  la  directrice,  et  soit  M  le  point  de  ren- 
contre avec  la  cpurbe^  le  triangle  FMP  donne  FM  ou 
MN<FF  +  FM,  d'où  FF>MN— FM,ou 

FF>P'N. 


S04.  La  propriété  démontrée  au  n»  202  donne  le  moyen 
de  construire  aisément  autant  de  points  qu'on  veut  d'une 
parabole  ^  dont  on  a  le  foyer  et  la  directrice. 

Soient  F  le  foyer  et  DD*  la  di- 
rectrice (fig.  115).  Abaissons  du 
foyer  une  perpendiculaire  EE' 
sur  la  direct|2^y  et  soit  E  le 
^^^  point  de  rencontre.  II  est  clair 
que  le  milieu  S  de  FE  appartient 
à  la  parabole  ejtf^e  ce  point  est 
le  seul  qui  fibit  commim  à  EE'  et 
à  I9,  courbe. 

^- "*•  Pour  avoir  d'autres  points , 

soit  F  un  point  quelconque  de  SE'^  menons  par  ce  point 
MM'  perpendiculaire  à  EE'/^idécrivons^  du  point  F  comme 
œntroy  une  circonférence  d'un  rayon  égid  à  PE;  cette  dr- 
oonférence  rencontrera  la  droite  MM'  e#deux  points  M  et  M' 
qui  appartiendront  à  la  parabole.  Je  dis ,  d'abord ,  qu'il  y 
aura  rencontre ,  pourvu  que  le  point  P  soit  situé  sur  la  partie 
indéfinie  SE'  de  la  droite  EE';  car  alors  le  rayon  EP  sera 
plus  grand,  que  la  distance  du  centre  F  à  la  droite.  En  se- 
cond lieti ,  les  points  M  et  M'  appartiendront  à  la  courbe;  car^ 
pour  le  point  M  par  exemple^  on  a  FM  =  EP=:MN.  On 
aura  de  cette  manière  autant  de  points  qu'on  voudra  de 
la  parabole. 

On  peut  aussi  tracer  d'un  mouvement  continu  une  por- 
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tion  de  parabole  aussi   étendue  ({u'on   le    vêttt.   Soient 

Diy  la  dire«W6e,  P  le  toyet 
(fig.  146)^  et  supposons  qu'on 
veuille  tracer  la  portion  de 
parabob  comprise  entre  la  di- 
rectrice et  une  parallèle  KKS 
située  à  une  dkAance  de  la  di- 
rectrice égale  &  EH.  On  pren- 
dra une  équerre  ÂBG  dont  un 
des  côtés  de  Tangle  droit  AC 
soit  égal  à  ËH;  on  prendra 
Aussi  un  fil  de  même  longueur; 
on  fixera  l'une  des  extré- 
mités de  ce  fil  au  foyer  F  et 
met  G  de  Téquerre;  on  placera  une 
rice  et  Pon  appuiera  Téquerre  sur  la 
règle,  de  mani^^fue  le  sommet  A  soit  en  E  et  le  sommet  C 
en  Hn  Cela  posé ,  si  Ton  fait  glisser  Téquerre  de  E  vers  D 
et  que  Ton  tende  le  fil  par  le  moyen  d'un  style  appliqué 
sur  CA  et  muni  d'un  crayon^  la  portion  6MK  de  là  para- 
bole se  trouvera  tracée  par  16  crayon.  On  décrira  par  le 
même  moyen  la  pOBtipn  SK'.  Il  est  aisé  de  justifier  la  con- 
struction précédenteîWonsidérons  en  efiet  Téquerre  dans  une 
quelconque  de  ses  positions,  et  soit  M  le  point  ocgipé  par 
le  style;  le  fil  forme  la  ligne  brisée  GMF,  maïs  lai  longueur 
de  ce  fil  est  EH  ou  CA,  donc  ^ 

CM  +  MF  =  CM  +  MA      ou      MF=:MA; 
donc  le  point  M  a  décrit  une  portion  de  parabole. 


Pautre  et 
règle  suivà' 
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L4  FARàBOLB  FlUt  6tIIB  GONSIDiRâs  COHia  LA  LmiTK  D^UNB  BLLIMK 
DANS    LAQtlELLB    LE    GRAND   AXE  AUGBISAII    INDipmtMtNT  4   TANDIS 

Qm  M  vaiUMSt  DO  Mm  au  mmiir  vouim  itisn  oomrrAMTB. 
6oit       '  •    ■ 


*'  - 


réquation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes^  et  suppo- 
sons a>  6.  Si  l'on  remplaçe^ïc,jiar  x — a,  ce  qui  revient  à 
transporter  lïgÉf  des^  y^pa^^lMi^^)^^  à  lui-même  à  l'un  des 


sommets,  reADfiCl^cde  MpurlptË         : 
(2)  y«==2-a; r^r'.     * 

La  distance  du  sommet  pris  pour  origine  au  foyer  le  plus 

voisin  est  a —  sja?  —  6*;  supposons  que,  cette  distance  res- 
tant constante,  on  fasse  croître  indéfiniment  le  grand  tee  2a,* 
posons  : 

a— ^ti*~6*=»|,       d'où       6«=2pa^Ç. 

Eifi  substituant  cette  valeur  de  h^  dans  l'équation  (2)  9  elle  de- 
vient : 

Si  maintenant  on  fait  croître  a  indéfiniment,  on  aura,  à  la 
limite,  pour  a  =  0».: 

/=2p^, 

équation  qui  est  celle  d'une  parabole  au  paramètre  p. 
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La  parabole  est  donc  la  limUe  d'une  ellip}t^doni  F  axe  focal 
eroU  indéfiniment,  tandis  que  la  distance  du  /is^  au  sm- 
mei  voisin  reete  constante.  '  ^"[^ 

Remarque.  L'énoncé  qui  précède  subsiste  évidemmeat,  si 
l'on  substitue  le  mot  hyperbole  au  mot  eUifSk''' 

S06.  On  peut  présenter  d'une  manière  un  peu 
les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir. 

aY  +  fc  V  t:^  a^V , 

l'équation  d'une  ellipse  rapportéi^^jses  '4à(es.  Si  l'on  met  a?— a 
au  lieu  de  x  dans  l'équationLÎprélMfiËte^  il  viendra  : 


•^  ■  * 


•  i' 


.-V:<H  • 


1'  •« 
>■  * 

w 

a  a' 


ou,  en  faisant  — =p  et  — r  =  9  • 

« 
Telle  est  l'équation  de  l'ellipse^  lorsqu'on  la  rapporte  à  son 

grand  axe  et  à  la  tangente  à  l'un  des  sommets.  La  quan- 

tité  p  =  —  est  dite  le  paramètre  de  l'ellipse  ^  il  est  aisé  de  voir 

que  le  paramètre  est  précisément  l'ordonnée  menée  par  un 
des  foyers. 
Soit  de  môme 

l'équation  d'une  hyperbole.  Si  l'on  y  met  or  -f-  a  au  lieu 
AeXy  il  vient: 

^        a        *  a*     ' 
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6*  6* 

,  en  faisant  —  =  p ,  -^  =  g , 


y«  =  ^x  +  î^;*. 


I  quantité  p  est  encore  appelée  le  paramètre  de  l'hyperbole. 
D'après  ce  qui  précède^  Féquation 

mt  représenter.^Épe.  quelconque  d^M|pP|bourbes  du  se- 
md  degré  et  cetfê?ôrme  est  souvent  uStée. 
Si  q  n'est  pas  nul,  l'équation  précédente  représente  une 
lipse  ou  une  hyperbole  ;  et^  en  désignant  par  a  le  demi-axe 

ical  de  la  o0uri[)e^  on  a  9  =  d= -;  il  résulte  de  là  que  si  p 

îste  constant  et  que  a  croisse  indéfini|HjlÉtj  on  aura  à  la  li- 
lite  9^=0.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
La  parabole  eitla  limUe  éPune  ellipse  au  d'une  hyperbole , 
ont  le  paramétre  reste  constant  et  dont  Paxe  focal  croit 
îdéfiniment. 

ANGENTB  ET  NORMALE.  —  SOUS-TANGENTE  ET  SOUS-NORMALE.  ELLES 
FOURNISSENT  DBS  MOYENS  DE  MENER  LA  TANGENTE  EN  UN  POINT 
DE  LA  COURBE. 

S07.  Soit 

'équation  d'une  parabole.  Les  dérivées  du  premier  membre 
MUT  rapport  à  j?  et  par  rapport  à  y  sont  — ^  et  %;  par  suite 
e  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  {x'j  y')  est 
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(n""  120)  T^  OU  "^  :  celui  de  la  normale  est  -^  ^ .  D'après 
^^  ^^       y  P 

<3lp^4  Féquation  de  la  tangente  sera 
œlle  de  la  normale  sera 


y^yrc=^l{x-x'). 


5pW 


La  valeur  absolue  m  coefficient  angulaii^^  décroit  de  l'iih 

fini  à  zéro^  quand  le  point  (af,  yf) ,  placé  4'abord  an  sommet^ 
s'en  éloigne  indéfiniment.  On  en  conclut  que  la  tangente  au 
sommet  est  perpendiculaire  à  l'axe ,  et  qu'elle  t^d  à  devenir 
parallèle  à  Taxe,  à  mesure  que  le  poiqt  de  contact  s'éloigne 
du  sommet        W 

L'équation  de  latangente  y  que  nous  venons  de  trouver^ 
peut  s'écrire: 

y'y—y'*=poo—p:xf, 

ou ,  à  cause  de  y'*  =  2pa?' , 

y'y  =  p{x  +  a:f);     . 
si  Ton  y  fait  y  =  0 ,  il  vient  : 

x-{-x'  =  0^        d'où        x  =  —  x'; 

cela  montre  que  la  tangente  rencontre  Taxe  de  la  parabole, 
à  une  distance  du  sommet  égale  à  Tabscisae  du  poiiA  de 
contact,  La.aous-tangente  est  donc  dpubl^  de  cette  abxam 
Cette  propriété  fournit  m  moyen  de  cûnrtruire  U  Uonento; 
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or^u'on  coimaît  le  point  de  contact.  En  effet,  soient  M 


(flg.  117)  le  point  do  ooi|l|à 
ionné,  OP  son  abscisse  ||||^ 


Ton  prend  du  oftté  des  abscis- 
se négatives  OT  =  OP,  et 
—  qu^on  joigne  le  point  M  au 
pàaift,  la  droite  MT  sera  la 
tangente  demandée. 
L'équation  de  la  normale 


fig.  117. 


est 


y-.y'  =  ^^(a?  — a?'); 


si  l'on  y  fait  y  r=  0,  il  vient  : 


—  y'  =  —  -(jp  — a:*),      d'où  Fon  tire      a?— a?' 


=  P; 


ce  résultat  montre  que,  dans  la  parabole,  la  sous-normale 
est  comtof^e  et  égale  au  paramètre.  On  en  déduit  un  moyen 
de  construire  la  tangente  en  un  point  donné  M  (fig.  117);  car, 
si  l'on  porte,  à  pleurtir  du  pied  P  de  l'ordonnée  de  ce  point,  une 
longueur  FN=r]^^  on  aura  la  normale  en  joignant  le  point  N 
au  point  M  ;  on  obtiendra  ensuite  aisément  la  tangente. 


u  TANennv  vait  mes  angles  égaux  avec  l'axe  et  avec  le  raton 

VECTEUR   BtENÉ  AU  POINT   DE   CONTACT.   —  MENER,    AU  MOTEN  DE 

cms  pROPRiinf ,  une  tangente  a  la  parabole  :  1*"  par  un 
mur  situb  sur  la  courbe;  2*  par  un  point  extérieur. 

M8«  Soient  BIT  (fig.  117)  la  tangente  en  M  [x'y  %(]  à  la 
puabole' 
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et  T  le  point  où  cetlUtengeiiie  coupe  l'axe;  on  a  vu  (n^"  ^7) 
qflfiMT=OP;  on,  a  donc  FM=TF;  par  suite^  le  triangle 
FÎffr  est  isocèle  et  l'angle  ^ff/^  est  égal  à  Tangle  FMT;  donc, 
dam  la  parabole  la  tangeniefail  de$  angU»  égaux  avec  Paxe 
et  avec  le  rayim  vecteur  mj^fi  au  point  de  contad» 

Si  Ton  tire  la  droitc^ffi  parallèlement  à  afxy  les  angles  SBfH 
et  MTF  seront  égâuxfl|^il  résulte  que  la  tangente  fait  âts 
angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  d  Vaxt, 
menée  par  le  point  de  contact,  dette  propriété  est  upe  consé- 
quence de  la  propriété  de  Tèllipse  démontrée  au  n"*  138; 
car^  le  centre  de  l'ellipse  étant  transporté  à  l'infini ,  le  rayon 
vecteur  correspondant  au  second  foyer  devient  parallèle  à 
Taxe, 

S09.  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  donne  un 
moyen  de  v  mener  une  tangente  à  la  parabole  :  1»  par  un 
point  pris  sur  la  courbe;  2°  par  un  point  extérieur. 

V  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  mener  une  tan- 
gente en  un  point  M  d'une  pa- 
rabole (fig.  118).  Soient  F  le  foyer 
et  DD'  la  directrice;  joignons  MF, 
abaissons  FE  perj^ndiculaire  sur 
DD' ,  prenons  FT  =  MF  et  joi- 
gnons le  point  T  au  point  M;  h 
ligne  MT  sera  la  tangente  de- 
mandée. 

En  efiet,  le  triangle  MFT  étant 
isocèle,  l'angle  TMF=  MTF  ;  donc 
MT  est  tangente. 

Remarque.  Menons,  par  le  point  M,  la  droite  PQ  perpendi- 
culaire sur  là  directrice,  et  joignons  FP  ;  le  triangle  FMP  est 
isocèle,  et  la  tangente  TT'  partage  évidemment  l'angle  au 


fig.  118. 
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sommet  en  émk  parties  égales.  U  s'entu^  qu'elle  est  perpen- 
diciAKre  sur  PF,  et  que  le  point  I  où  elle  la  rencontre  est  le 
milieu  dé  PP V^par  conséquent,  si  du  point  I  on  abaisse  une 
perpendicuttire  sur  EP^  cette  perpendiculaire  passera  par  le 
milieu  de  EF  ;  ce  seraMonc  là  tangente  au  sommet  de  la  pa- 
rabole, n  résulte  de  là  que  la  tangente  au  eammei  de  la  pa^ 
rabote  eM  le  lieu  giamiirique  de$  pieds  des  perpendiculaires 
abaiseéee  du  foyer  sur  les  tangentes  d  la  eaurhe, 
3*  Proposons-nous  maintenant  de  mener  une  tangente 

à  la  parabole  par  un  point 
T  extérieur  à  la  courbe 
(fig.  119).  Soient  F  le  foyer  et 
DD'  la  directrice;  si  le  pro- 
blème était  résolu^  que  TM 
fût  la  tangente  demandée  et 
M  le  point  de  contact,  en 
abaissant  MF  perpendicu- 
laire sur  la  directrice,  et 
joignant  FF,  PT  et  TF,  la 
fis*  <>»•  tangente  MT  serait  perpen- 

diculaire sur  le  milieu  I  de  PF,  et  Ton  aurait  TP=TF.  n  suit 
de  là  que4e  point- P  est  à  l'intersection  de  la  directrice  et  du 
cercle  décrit  du  point  T  comme  centre  avec  le  rayon  TF.  Le 
point  P  étant  connu,  on  joindra  PF,  et  on  mènera  PM  pa- 
rallèle à  l'axe  ;  enfin  on  abaissera  TI  perpendiculaire  sur  PF  ; 
cette  Hgne  sera  la  tangente  demandée^  et  le  point  M  où  eHe 
rencontre  PM  tora  le  point  de  contact 

En  effet,  on  a,  par  construction,  TP  =  TF  ;  donc  la  per- 
pendiculaire TI  abaissée  sur  PF  passe  par  son  milieu,  donc 
MP=MF,  ce  qui  prouve  que  M  est  sur  la  courbe.  En  second 
lieu,  on  a  TMF =TMP=T'MQ,  donc  TM  est  tangente. 
Quand  le  point  J  est  hors  de  la  parabole,  «a  distance.au 

is 
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foyer  est  plua  grande  que^a  distance  à  la  dntrioe;  donc 
le  cercle  TF  coupe  la  directrice  en  deux  pojpl  P^  F»  et  il  y 
a  deux  tangentes.  Quand  le  point  T  est  sti^ia  parabole  ^  «a 
distance  au  foyer  est  é^e  à  sa  distance  à  la  dKtectrice;  le 
cercle  TF  est  tangent  à  la  directrice^  et  il  n'y  a  qu'une  seuls 
taagentet  Enfitti  quand  le  point  T  est  intérieur  àla  pfurabole, 
sa  diataooa  au  foyer  est  moindre  que  sa  distance  à  H  direo* 
triée  ;  le  cercle  TF  ne  renoontra  pas  la  directrice^  etfi  n'y  & 
plus  de  tangente. 
StO,  Enfin  supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  à  la  parabole 

une  tangente,  parallèle  à  une 
droite  donnée  CK  (fig.  420]. 
Soient  F  le  foyer  et  DD'  la  di- 
rectrice^ si  TT  est  la  tangente 
demandée  et  M  le  point  de 
contact^  en  abaissant  MP  per- 
K  pendiculaire  sur  la  directrice, 
la  droite  FF  sera  perpendicu- 
laire sur  TT',  qui  la  coupera 
en  son  milieu  L  H  résulte  de 
laque  le  point P  est  iw la  ren- 
oontre  de  la  direoMee  et  de  Is 
perpendioidaire  d)aissée  du  foyer  sur  la  droite  donnée  CK.  Ls 
point  P  étant  connu^  on  mènera,  par  ce  point,  PM  parallèle  k 
Taxe,  puis^  par  le  milieu  I  de  PF,  une  parallèle  à  GK;  la  dr^is 
TT  ainsi  obtenue  sera  la  tangente  demandée»  et  le  point  où 
elle  rencontrera  PM  sera  le  point  de  contact* 

Le  problème  admet  toigourB  une  solution,  et  n'm  admet 
qu'une  seul».  Toutefois  cette  solution  disparaît  dans  le  cas  où 
la  droite  «tonnés  est  parallèle  à  Paxe. 

Remm^m»  La  construction  de  la  tangente,  dans  les  css 
q/m^  noua  veMoa  d'examiner»  ne  suppose  pas  que  la  ooiube 


at«iM. 
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soit  tracée.  IL  suffit  que  Ton  connaisse  le  foyer  et  la  direc- 
trioe, 

ÉquaêiM  de  la  iaflfienie  parallèle  d  une  dmte  iônnêe. 
ail.  Soient 

réquation  d'une  parabole ,  et 

0 

y=  mxy 

l'équatioq  de  la  droite  à  laquelle  la  tangente  demandée  doit 
être  paraÙèle.  Désignons  par  a!  et  %f  les  coordonnées^  incon- 
nues du  point  de  contact  ;  l'équation  de  la  tangente  sera 

t(y=p[x^x')       ou       y^lx+^) 

et,  pour  déterminer  les  inconnues  â/ et y'^  on  aura  les  deux 
équations  : 


on  en  tire  : 


?=m,        y"  =  ^px'', 


y^^      et       »=-2^i 


L'équation  demandée  est  donc 

*  t 

On  voit  qu'il  n'existe,  dans  la  parabole,  qu^me  seule  tan- 
gente p^allèle  à  une  droite  donnée. 
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Remarque  I.  8i  l'on  considère  la  quantité  m  ù0ixaB  suscep- 
tible de  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles,  la  précédente 
équation  représentera  toutes  les  tangentes  à  la  parabole. 

Remarqœ  IL  On  peut  résoudre  la  n^me  question  par  les 
ccmsidérations  dcmt  nous  avons  déjà  fait  usage  (n^  143)  et  qu'il 
serait  superflu  de  reproduire  icL 

ÉquaHa^  de  la  tangenie  menée  par  un  pami  exUrimr. 
212.  Soient 

l'équation  de  la  parabole  doqnée^  et  ((xfj}f)  le  point  donnée 
par  lequel  il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  la  courbe.  Si  le 
point  de  contact  [x"y  y")  était  coiinu^  l'équation  de  la  tangente 
demandée  serait 

y'^y^pix  +  af). 

Mais^  cette  tangente  passant  par  le  point  donné  [x\  y[) ,  on 
doit  avoir  identiquement  : 

yy=p{x^  +  x"), 

et  on  a  en  outre  : 

y''^  =  ^px"; 

les  deux  précédentes  équations  détermineront  x"'  et  y",  et  le 
problème  sera  résolu. 
Puisqu'on  a  l'identité 

yY=p{x'  +  x'% 

il  s'ensuit  que  le  point  de  contact ^a?",  y")  est  situé  sur  la  droite 
qui  a  pour  équation  : 

y'y=ip(xf  +  x);' 
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et,  con^TO^CMi  peut  mener,  par  le  point  [(xfyif),  deux  \an- 
geutes  àla  parabole,  la  précédente  équation  représente  la 

droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  avec  la 

■ 

courbe. 

Le  problème  de  mener  une  tangente  à  la  parabole ,  par  un 
point  extérieur,  se  ramène  à  construire  cette  corde  de  con- 
tact qu'on  peut  obtenir  très-simplement,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite. 

SlSJSflnignons ,  comme  précédemment,  par  (a/,  y^  Is 
point  ps^equel  il  &ut  mener  une  tangente  à  la  parabole; 
réquation  de  cette  tangente  sera 

le  coefficient  angulaire  inconnu  m  devra  satisfaire  à  Téquation 
de  condition 

et,  par  suite,  l'équation  (i)  peut  s'écrire  : 

d'autre  part,  Téquation  (^)  devient ,  en  faisant  disparaître  le 
dénominateur, 

2a?'m*  —  2y'm  +  p  =  0 , 
et  Ton  en  tire  ; 

m^ 25^ ^ 
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ce  qni  pennei  d'écrire  les  équations  des  deux  tanglÀteft  dd- 
mandées.  ^  ' 

Remarque,  Les  deux  valeurs  de  m  sont  réaltoi  et  inégales, 
si  le  point  est  extérieur  à  la  parabole,  comme  on  Ta  Âipposé) 
on  a  effectivement  alors  y'^—ipaf  >  0  ;  le^  valeurs  de  m  sont 
égales^  si  le  point  est  sur  la  courbe;  enfin  elles  font  imagîp' 
naires;  si  le  point  est  dans  Tintérieur  de  la  courbe. 

n  résulte  de  là  qu'une  tangente  à  la  parabole  o'a  auouQ 
point  situé  dans  l'intérieur  de  la  courbe  ;  en  d'auti9(|trterm|s , 
la  parabole  eat  située  tout  entière  d'un  môme  côté  dfef  chacune 
de  ses  tangentes. 

DIAMETRES.  —  LES  CORDES  QU'UN  DIAMÈTRE  DIVISE  EN  DEUX  PARTIES 
EGALES  SONT  PARALLÈLES  A  LA  TANGENTE  MENEE  A  l'eXTRBMITÉ  DE 
CE  DIAMÈTRE. 

Ï14.  Soit 

y*  —  2paî  =  0, 

l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  sonmiet  et  à  son 
axe.  Les  dérivées  du  premier  membre  par  rapport  à  o^  et  par 
rapport  à  y  sont  — 2p  et  %  ;  par  suite,  le  diamètre  corres- 
pondant aux  cordes  parallèles^  qui  ont  tn  pour  coefficient  an- 
gulaire, sera  (n°  i08)  : 

2my  —  2p=0, 
ou 

m 

On  voit  immédiatement  1°  que  tout  diamètre  est  parallèle  à 
Taxe;  2**  que  toute  parallèle  à  Taxe  est  un  diamètre,  résultat 
que  nous  avons  déjà  obtenu  (n*  i08). 
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9iJ^.  8ott  Uiaff  y')  un  point  quAloonqué  de  la  ptrtboie; 


le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  est  ~;  réquatîoû 
du  diâ^ètre^  qui  pasM  par  le  point  M^  est 


P 


on  en  déduit  : 


y'  =  ^,        d'où       m=^,. 

Donc  loi  d0lrdeê,  qu^un  diamètre  divise  en  deuaè  parties  égales, 
sùnt  pàAfUèleê  à  la  tangente  menée  à  Vexlrémité  de  ce  dia- 
mHre.    '3 

ÇJUfi  propriété  donne  le  moyen  de  mener  une  tangente  : 
1°  parua  point  donné  aur  la  courbe^  3"  parallèlement  à  uuq 
droijbe  donàée.  Ces  questions  s<»at  trop  faciles  à  résoudre, 
pour  qu'il  soit  utile  d'en  développer  ici  la  solution. 

■♦ 
ÉqtMtion  de  la  parabole  y  rapportée  à  une  tangente  et  au 
iiêméire  qui  pasH  par  1$  point  de  contact. 

916,  3oit 

réquation .  d'une  pairabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gent9>,au  pommet.  Remplaçons  œ  par  a-f-^^cosa-f-ycosa'  et 
y  par  b  +  xsina+ytànm' i\\  viendra  : 

[h  +  xdinsi'^-yBinoL'f  =  2p(a +aî  cosa  +  y  cosa'); 

en  laissant  a,  b^  n^  «*  indétorminés^  cette  équation  représente 
une  paraliKïlo  hin^rtéè  &  deui^  aiAs  qudccmquaa  ^  ai  l'oii 
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veut  qu'elle  ait  la  même  fonne  que  réquation  (1)^  Il  utb 
poser  : 

smasina'=0,  sm*a=0,  fcsina'— pcosa'=0,  ft*— îpa=0; 
ce  qui  réduit  réquation  de  la  courbe  à 

(2)  y^  =  V^, 

en  faisant  de  plus 

p'  =  ^a  +  p. 

L'équation  (2)  représente  la  parabole  rapportée  à  ii|i  diamëtte 
et  à  la  tangente  qui  passe  par  Textrémité  du  diamètre.  ,  / 
Il  est  bon  de  remarc^er  que  la  quantité  p'  est  mdsément 
égale  au  double  de  la  distance  du  foyei*  à  la  nouvelle  origine. 
Il  est  presque  superflu  d'ajouter  que  les  équations  des  tan- 
gentes et  des  diamètres  sont  ici  les  mêmes-  que  quand  la 
parabole  est  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sonmiet 

y     EXPRESSION  DE  l'aIRE  d'uN  SEGMENT  PARABOUQUE. 

917.  Soit  proposé  d'évaluei^  Taire  du  segment  parabolique, 
y/  compris  entre  Tare  BC  et  sa 

7  corde.  Prenons  pour  axe  des  œ 

n/ B^'^"^^^       (fig.  i2i  )  le  diamètre  Aa?,  qui 

passe  par  le  milieu  P  de  BG> 

et  pour  axe  des  y  la  tangente 

^        ^      y  p  ^  ^y  parallèle  à  BC  ;  Téquatipa  de 

la  parabole  sera 

y'  =  ipx. 

flg.  191.  Soient  0  Tangle  yAâ?;  a?  et  y 

les  coordonnées  du  point  B  ^  et  u  Taire  du  triangle  ABP«  Si 


l'on  considère  x  comme  variable,  h  sera  une  fonflOm  de  x, 
et  la  dérivée  u'  de  cette  Conction  aura  pour  valem-  : 

»'  =  «(Sin9  =  a;>sin6v'ip. 


^fonctions  s'annulent  toutes  deux  p^  x^Q,  donc  elles 
soufégales  ;  ainsi  on  a  : 


Qir^i  l'on  mène,  par  le  point  fi,  ÇN  parallèle  à  AP,  ot| 
mera  un  parallélogramme  APBN  dcuat  l'aire  est  pré 
xydnQ,  donc  :  Vaire  du  triangle  curviligne  ABP  4 
aux  deux  tiers  de  l'aire  du  parallélogramtM  APBN.  PiUr>  la 
même  raison,  l'aire  du  triangle  APC  est  ^ale  aux  deux  tiers 
de  l'aire  du  parallélogramme  formé  sur  les  lignes  AP  et  PC; 
on  voit  doDC  que  le  legnunt  parabolique,  eomprii  entre  un  are 
«(  »  eoi^  «t  ^oJ  otu;  (ieux  Hèri  au  parallélogramme  jÊfi' 
tinât  «iir  to  eçrde  et  la  partie  du  diamètre  conjugué  eoa^rite 
entre  Pare  et  la  corde. 

QuestitMs  propoûes. 

I.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  angles  égaux  à  on  angje 
donné  et  drconscrits  à  une  parabole. 
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II.  iMmvw  l'dqiiatjon  d'une  nonnils  k  li  panbolo,  parti' 
lèle  à  une  drcHte  donnée. 

III.  Trouver  l'équation  du  lieu  des  points,  d'où  l'on  peut 
mener  à  une  parabole  deux  normales  seulement.  Ce  lieu  E^ 
pare  le  plan  en  deux  répons;  par  chacun  des  points  de 
l'une  de»  i^oni  on  peut  mener  trois  nommes  à  la  pa- 
rabole, par  chacun  des  points  de  l'autre  région  on  n'en  peut 
mener  qu'une  aeule. 

IV.  Trouver  le  lifflÉfes. sommets  des  fingles  droits  dont  lis 
cAtés  sont  normaux  v'une  parabole.  Ce  lieu  est  une  parabole 
tangente  au  lieu  qu'il  s'agit  de  trouver  dans  la  question  pré- 
cédente. 

V.  Trouver  l'équation  de  la  normale  qni  intercepte  dans  la 
courbe  une  corde  minima.  Examiner  la  positiofa  de  cette  corde 
par  rapport  à  la  courbe  dont  il  s'agit  dans  la  question  m. 

VI.  Trouver  l'équation  de  la  normale  qui  intercepte  un 
segment  d'aire  minima. 

^n.  Démontrer  qne  la  circonférence,  drconscrite  au  triangle 
tgHw  par  trois  tangente*  à  une  parabole ,  passe  par  le  foyer 
dïMÉDurbe.  Déduire'de  ce  théorème  un  moyen  do  construire 
uneBrabole  dont  on  connaît  quntre  tangentes. 

\m.  Étant  données  deux  circonférences,  on  mène  à  l'une 
d'elles  une  tangente  qui  coupe  la  seconde  en  deux  point»; 
par  ces  deux  pointa  on  mène  des  tangantes  k  la  première  ci^ 
conférence.  On  demande  le  lieu  du  point  d'intaM|)lion  de 
ces  deux  deinières  tangentes.  Le  lieu  peut  être  nuji  qud> 
conque  des  trois  courbes  du  second  degni. 
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CHAPITRE  IX. 

DS8  GOÛRDONNÉES  POLAIREa 


PASSER    d'un    STSTiME    DE    COORDONNEES    RECTANGULAIRES    A    UN  ] 
STSTàMB  DE  GOORDONNisS  POLAIRES^  ET  RiaPROQUEMENT. 

818.  Nous  avons  dit  (n*5i)jqu*on  noidjm^énéralement 
coardontiies  d'un  point ,  deux  quantités  susceptibles  de  dé- 
terminer la  position  de  ce  point  sur  un  plan.  Nous  nous 
spjfmns  bûmes  exdusivement  jusqu'ici  à  l'emploi  des  coor- 
doÉbéM  #iitt  rôctOigneflf  il  nous  reste  à  parler  d'un  autre 
système  très -«différent  et  qui^  dans  certains  cas,  offre  des 
avantages  considénldes.  Soit  Ox  (fig.  122)  une  dro^e  fixe 
et  0  un  point  fixe  de  cette  droite  ;  la  position  d'un  point 

quelconque  M  du  plan  sera 
déterminée  9  si  l'on  connaît  la 
longueur  OM  et  l'angle  UOx 
qu'elle  forme  avec  la  droite 
iii;  122!  fixe;  ces  deux  quantités  sont 

dites  les  coordonnées  polaires  du  point  M  ;  la  coordonnée 
linéaire  est  désignée  sous  le  nom  de  rayon  vecteur  ;  le  point 
fixe  0  est  dit  le  pôle  et  la  droite  fixe  Ox  l'axe  polaire. 

819.  II  est  aisé  d'exprimer  les  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  en  fonction  de  ses  coordonnées  polaires^  ou  inver- 
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sèment»  Soient  Ox  et  Oy  deux  axes  rectangulaires;  désignons 

par  a;  et  y  les  coordonnées 
d'un  point  ^dconque  M 
(fig.  123)  ;  si'ron  prend  b 
droite  Ox  pour  axe  polaire 
Ht  le  point  ù  pour  pôle , 
que  Ton  désigne  par  p  le 
rayon  vecteur  OM  du  point 
M,  par  co  sa  coordoidlée 
fig.  123.  "*  angulaire  MOa?,  le  triangle 

rectangle  MOP  donnera  : 


(*) 


a?=ï:f  cosu),       y=psinu>. 


On  déduit  de  ^i||ibrmules  ou  de  la  considération  du  triangle 
MOP  3 


et 
sinc»=: 


V^a?«+y* 


COS(i> 


v/P^y 


formules  qui  permettent  de  revenir  des  coordonnées  polaires 
aux  coordonnées  rectangulaires. 

Si,  au  lieu  de  prendfe  pour  axe  polaire  Taxe  des  Xy  on  prend 
(fig.  123)  une  droite  OX  faisant  un  angle  a  avec  raxe  dés  x  et 
pour  pôle  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires^  Tes  foiv 
mules  de  transformation  se  déduiront  évidemment  des  fo^ 
mules  (1)  en  changeant  a>  en  a>  -|-  a  ;  on  aura  ainsi  : 


(2)         a?t=pcos(w+a),       y=psin(a)+a); 


puis 


p=  >/^^+y^ 


et 


tang  (w  +  ôt)  =  ^, 

(3/ 
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BIh^  les  formules^  relatives  au  cas  où  le  pôle  est  un  point 
pelconqu^  ayant  a  et  6  pour  coordonnées  rectangulaires  ^  et 
)ii  Taxe  poUiiie  fait  l'angle  a  avec  l'axe  des  abscisses^  se  dé- 
luiront encore  des  formules  (1)  en  ajoutant  a  et  fr  à  leurs  se- 
xmds  membres  et  en  remplaçant  co  par  co-f-a;  on  obtient 
linsi  les  formules  : 

(3)    a?s=sa+poos(w4-a),    y=6+psin(tû-|-a), 
(l%ron  déduit  : 


—  6 


p=  v^(a?— a)*  +  (y— 6)S       tang(w  +  flt)^ 

iC— Il 

Remarque  1.  Dans  ces  dernières  formules,  Tangle  a  peut  être 
supposé 9  à  volonté^  compris  entre  0<>  et  360o  ou  entre  — 180» 
et+i80o. 

Remarque  IL  La  transformation  des  coordonnéeAecti- 
lignes  obliques  en  coordonnées  polaires  n'offre  pas  plus  de 
difficulté^  mais  les  formules  relatives  à  ce  cas  ne  sont  d'aucun 
usage^  et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 

220.  Dans  la  recherche  précédente  ^  nous  avons  supposé 
le  rayon  vecteur  positif,  et  l'angle  &>  compris  entre  zéro  et  360°. 
Effectivement^  on  peut  obtenir  tous4es  points  du  plan^  en  fai- 
sant varier  p  de  zéro  à  l'infini,  et  t»  de  zéro  à  360^  Mais 
cette  limitation  est  inutile;  en  outre  elle  altérerait  dans  bien 
des  cas  la  généralité  des  résultats.  H  est  aisé  de  comprendre 
la  nécessité  de  n'admettre  d'autres  limites  pour  le  rayon  vec- 
teur que —  Q»  et  -|-  oo.  On  ne  se  borne  pas,  en  effet,  à  consi^. 
dérer  des  figures  formées  de  pomts  isolés,  mais  encore  des 
lignes  engendrées  par  le  mouvement  d'un  point  qui  se  meut 
suivant  une  loi  détei minée;  or,  dans  un  pareil  mouvement, 
il  y  a  deux  choses  à  considérer;  d'abord  le  mouvement  de 
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la  droite  qui  joint  le  point  mobile  «u  pôle  0  et,  tt  ieOOid 
lieu ,  le  mouvement  du  point  mobilo  tur  œtte  droite.  Dans  tp 
dernier  mouvement ,  le  mobile  peat  paiief  de  pai||jil  d'antre 
du  point  0  ;  il  y  a  donc  lieu  de  coaâék(»  des  in^ns  veo- 
teui^  positifs  et  des  rayons  vecteurs  négatifs^  si  ton  ne  vent 
pas  rompre  la  continuité  qui  se  présente  d'eUaHoème*  Qosttt 
au  mouvement  de  la  droite  mobile,  sur  laquelle  se  compte  le 
rayon  vecteur,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  ne  soit  pas 
indéfini  dans  un  sens  ou  dans  l'autre;  nous  admettra 
donc  que  Tangle  polaire  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
entre  —  oo  et  +  *=*^« 

n  résttlU|de  là  que  les  deux  coordonnées  polaires  d'un 
point  donné  ne  sont  pas  absolument  déterminées,  «ar  si  l'on 
a^  pour  un  point: 

on  pogrra  écrire,  si  Von  veut , 
ou 

k  désignant  un  nombre  entier  positif  ^  nul  ou  négatif. 

921.  On  pourrait  a*oi£t  que  ce  qui  précède  ne  doit  pdflt 
s'appliquer  aux  courbes  algébriques.  Effectivement,  si 

(1)  F(^.y)=0, 

est  l'équation  d'une  courbe  algébrique,  F(â?^  y)  désignant  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  j?  et  de  y,  on  obtiendra 
réquation  de  la  même  courbe ,  en  coordonnées  polaires ,  en 
reaqdaçant  m  par  poosio  et  y  par  p sinco,  ce  qui  donne  : 

(2)  F(pcosu»,  psiA(D)»0. 
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Or^  dmê  tes  fonnulâi  de  transformation ,  on  obtient  tons  les 
pointa  (se,  y)  y  en  afttribnaiit  à  p  une  valeur  positive  et  à  <i>  une 
valeur  igfl||ttfrise  mitre  zéro  et  360"*;  par  suite^  il  n'est  pas  né- 
cessaiie  fl|^Kmsidérer  lea  valeurs  de  p  et  de  co  en  dehors  de 
ces  limites.  Cette  conclusion  est  vraie  en  général  ;  mais^  bien 
que  réquation  (i)  soit  supposée  irréductible^  il  se  peut  que 
réquation  (2)  soit  décomposable  en  plusieurs  facteurs^  alors 
l'équation 

.»)  Ap,  co)  =  0, 

obtenue  en  égalant  à  zéro  Tun  de  oes  facteurs^  ne  pourra 
donner  qu'une  nortion  de  la  courbe.  Au  contraire^  on  obtien- 
dra toute  la  coolbe,  à  l'aide  "SiifSi^  équation  (3)^  si  Ton 
aivèt  toutes  les  valeurs  réelles  aé£  deux  coordonnées  po- 
laires. Les  courbes  du  second  degré  en  fourniront  un  exeil$|B 
remarquable. 

EQUATIONS  DBS  TROIS  COURBES  DU  SECOND  DE61^^  EN  COORDONNisS 
POLAIRES^  LE  POLE  ^TANT  SITu£  A  UN  FOV^ET  LES  ANGLES 
éCANT   COMPTAS  A  PARTIR  DB  l'aXB   QUI  PASSE  PAR  CE  FOTER. 

S8S.  Les  formules  de  transformation,  que  nous  avons  éta- 
blies précédemment^  permettent  d'obtemr  immédiatement 
Péquatlon  en  coordonnées  polaires  d'une  courbe^  dont  on  a 
Péquation  en  coordonnées  rectilignes.  Ainsi  l'équation  géné- 
rale de  la  ligne  droite^  en  coordonnées  rectilignes^  étant 

Ay  +  Ba:  +  C  =  0; 

l'équatioA^  en  coordonnées  polaires,  sera  : 

—  C 
^      Asinta -|-Bcosco' 


s 
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l'axé  des  x  étant  pris  pour  axe  polaire  et  Torigine  pour  pâle. 
Si  Ton  part  de  Téquation  de  la  ligne  droite,  mise  jpos  ^ 
forme  : 

ysina  +  arcosa  =  p , 

on  trouvera  plus  simplement 

^       C08(ci)  —  a) 

283.  En  appliquant  la  même  transformation  à  une^^ifebe 
du  second  degré,  on  obtiendra  une  équation  qui  sera  du 
second  degré  par  rapport  à  p,4^t  la  valeur  de  ce  rayon  vec- 
teur sera^  en  général,  u«e  fcpction  irrationiielle  de  sine»  et 
de  cosco.  Pai*  exemple,  s'il  s'agit  de  Tellipse  ou  de  1% 

qu'on  prenne  Tax^  des  x  pour  axe  polaire  et  le  centre  pour 
pôle ,  09  trouve^  t 

ah 


P  = 


v/db  o*  sin'tû  -f-  6*  cos'w 


Mais ,  si  Ton  prend  pour  pôle  le  foyer  d'une  courbe  du 
second  degré,  et  qu^on  fasse  la  substitution  des  valeurs  deâ; 
et  de  y,  e^yprimées  en  fonction  de  p  et  de  co,  Téquationse 
décomposera  en  deux  facteurs  rationnels.  Si,  alors,  on  se  con- 
forme aux  prescriptions  du  n®  2120,  l'équation,  obtenue  en 
égalant  à  zéro  l'un  quelconque  de  ces  facteurs ,  sera  propre 
à  représenter  la  courbe. 

884.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  ellipse,  et 
soit 

(I)  oy  +  6V  =  aV, 
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équation  dé  cette  courbe  rapportée  à  ses  axes.  Si  Ton  prend 
oor  pôle  le  foyer  situé  du  côté  des  abscisses  négatives^  et  si 
on  suppose  que  la  direction  de  Taxe  polaire  soit  celle  des 
bscisses  positives^  les  formules  de  transformation  seront  : 

x=  —  c  +  pcos<o,       y  =  psin(o  ; 
aisant  la  substitution  et  observant  que  a' —  fr*=  o*  y  il  vient  : 

(i rCOS'wjp* r-pCOS(i> :  =  0  , 

V  c 

>u,  en  faisant—  =  p,  -  =  e , 

(i  — e*cos*C)D)p*  —  Spepcosco — p*=iO, 
et  l'on  en  tire  les  deux  valeurs  de  p  : 

£A\    f.   --_       «  Q  ___         y     • 

^'     ^      1  —  ecosw^  ^      i  +  ecosw' 

or  je  dis  que  Tune  quelconque  de  ces  équations  peut  donner 
tous  les  points  de  la  courbe.  Considérons  d'abord  la  première. 
Si  Ion  fait  croîtie co  de  zéro  à  180^^  la  valeur  de  p  est con- 

stanîment  positive  et  décroît  de  à  3-7--.  On  obtient  ainsi 

tes  deux  premiers  quadrants  de  Tellipse^  c'estràrdire  ceux 
qui  sont  situés  «du  côté  des  ordonnées  positive^.  En  faisant 
croître  co  de  IdO^  à  360%  la  valeur  de  p  reste  positive  et  croit 

de  — ^-^  à  --^  ;  on  obtient  ainsi  les  deux  derniers  qua- 
i  +  e      i  — e  ^ 

drants  de  la  courbe.  Il  est  évident  qu'en  faisant  croître  «>  an 
delà  de  36)0^  ou  en  attribuant  à  cet  angle  des  valeurs  néga- 
tives ,  on  ne  retrouvera  que  les  points  déjà  obtenus. 

19 
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n  est  aisé  de  voir  que  la  deuxième  des  équati^  (I) 
donnera  exactement  les  mêmes  points  que  la  premièii»|  w^ 
supposons  que  f  =  p'^  «o = «>'  soit  une  solution  de  Ut  premiiie 
équation  (2)  ;  le  point  dont  les  coordonnées  sont  p'  et  «§'  peot 
être  considéré^  ainsi  que  nous  l'avons  vu^  comme  ayant  pour 
coordonnées  —  p*  et  iSO^  +  o/;  dt^,  p= — p',  w=:180*+w' 
forment  une  solution  de  la  deuxième  équation  (2).  On  îetû 
voir  de  même  que  tout  point  donné  par  la  deuxième  équa- 
tion (2)  peut  l'être  également  par  la  première. 

225.  Le  cas  de  Fhyperbole  est  analogue  à  celui  deTellipse; 
l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes  étant 

si  Ton  prend  pour  pôle  le  foyer  situé  du  côté  des  abscisses 
positives,  et  si  l'on, suppose  que  la  direction  de  Taxe  polaire 
soit  aussi  celle  des  abscisses  posit^s^  ïèè  fôlriiitites  d^  tMttar- 
formation  à  employer  seront  : 

à5=:c  +  pcosci>,       yï=psîûci>; 

MMnt  la  Bûbfititûtictt  et  observèât  iq^ti*+ft*^<^9  fl  yM' 

ou,  en  faisant-r  =  » ,  -  =  c, 

(1)         {l--e'cos*w)p*— gspepco6>— p*=0, 

V 

équation  qui  est  la  même  que  cdle  relative  à  l'ellipse^  (mtt 
tire  .ces  deux  valeurs  de  p  : 

(î\       p=^ ^  y  p  t±    f^'  ^-  y, 

^'  1  —  e<5QSCi)  i-f-«C08«D 
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Si  Ton  rejette  les  valeurs  négatives  de  p  ^  chacune  de  ces 
équations  ne  représentera  que  l'une  des  branches  de  Thy* 
perbole  ;  si ,  au  contraire^  on  admet  les  valeurs  négatives  de  p, 
Tune  quelconque  des  équations  (2)  pourra  être  prise  pour 
celle  de  la  courbe. 

11  est  d'abord  évident  que^  si  l'on  admet  les  valeurs  néga- 
tives de  p^  les  points,  donnés  par  la  première  équation  (2),  le 
seront  également  par  la  seconde  et  réciproquement;  on  s'en 
convaincra  en  répétant  ici  le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  plus  haut  pour  l'ellipse.  En  second  lieu,  je  dis  que  si  l'on 
rejette  les  valeurs  négatives  de  p,  chacune  de  ces  équations  (3) 
ne  peut  représenter  qu'une  seule  branche  de  l'hyperbole.  En 

effet,  considérons 9  par  exemple,  la  première  équation  (2)  : 

i 

e  étant  ici  plus  grand  que  1,  nous  poserons  cos  a  =  -  ;  a  étant 

V 

un  angle  compris  entre  zéro  et  90^.  L'équation,  dont  nous  nous 
occupons^  peut  s'écrire  : 

pcosa 
f  s= . 

COSa  — COSW 

Si  Ton  fait  croître  w  de  zéro  à  a,  ou  de  360o — a  à  360**,  p  est 
négatif  et  nous  rejetons  les  points  correspondants.  On  doit 
donc  se  borner  à  faire  croître  co  de  a  à  360® — «;  pour  cù=a, 
p  est  infini  et  décroît  constamment  jusqu'à  ce  qu^on  ait 
(0  =  480**,  il  croit  ensuite  jusqu'à  l'infini  en  reprenant  les 
mêmes  valeurs.  En  donnant  à  (»  des  valeurs  supérieures  à 
360^  ou  des  valeurs  négatives  et  rejetant  toujours  les  valeurs 
négatives  de  p,  on  n'obtiendra  que  les  pointa  déjà  trouvés, 
et  ces  points  f(Minent  évidemment  une  branche  continue  qui 
n'est  qu'une  demi-hyperbole. 
226.  Goni^dérons  enfin  le  cas  de  la  parabole  et  soit 
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réquaiion  de  cette  courbe  rapportée  à  son  axe  et  à  scm 
sommet  Prenons  l'axe  pour  axe  polaire  et  le  foyisr  pour 
pAle^  les  formules  à  employer  sont  : 

P  I 
j?  =  ^  +  pcosa) ,      y  =  psmci>. 

En  faisant  la  substitution^  il  vient  : 

(1)  (i — cos*c«))p* — 2/>pcosb> — p*=0, 
d'où  l'on  tire  les  deux  valeurs  de  p  ^ 

(2)  p  =  — -^— ,         p  =  _ZlP_. 

^'       "^         1  —  COSco  ^-       i+COSto) 

U  est  aisé  de  voir^  en  répétant  les  raisonnements  déjà  faits 
pout  l'ellipse^  que  Tune  quelconque  de  ces  équations,  est 
propre  à  représenter  toute  la  parabole  si  l'on  admet  toutes 
les  valeurs  positives  et  négatives  du  rayon  vecteur. 

Remarque.  U  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équation 

i  —  CCOSco 

représente  les  trois  courbes  du  second  degré^  savoir:  l'ellipse, 
si  e  est  moindre  que  1^  la^  parabole,  si  e=i,  et  l'hyper- 
bole, si  e  est  plus  grand  que  1.  On  est  ainsi  conduit  à 
considérer  la  parabole  comme  étant  une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole dont Texcentricité  est  égale  ai. 

227.  Les  propriétés  connues  des  foyers  permettent  de 
trouver  très -simplement  l'équation  des  courbes  du  second 
degré  en  coordonnées  polaires  ;  mais  la  marche ,  que  nous 
avons  suivie,  est  bien  jplus  propre  è  mettre  en  lumière^Fim- 
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portance  des  considérations  développées  plus  haut.  Nous 
nous  bornerons  à  indiquer  cette  deuxième  méthode. 

L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  désignons  par  x  l'ab- 
scisse d'un  point  de  la  courbe,  et  par  p  la  distance  de  ce  point 
au  foyer  situé  du  côté  des  abscisses  négatives;  on  a>  quel  que 
soit  ce  point  : 

,  ex 

en  mettant  — c+pcos<o  au  lieu  de  Xf  et  faisant—  =  p, 

-  =  e«  on  obtient: 
a 

i — ecosca 

On  obtient>d'une  manière  analogue  l'équation  de  lliyper- 
bole  et  celle  de  la  parabole. 

Des  tangentes  aux  courbes  dont  on  a  Péqi/iation  en 

coordonnées  polaires. 

SI28.  Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  on  déter- 
mine la  tangente  en  un  point  d'une  courbe,  en  cherchant  son 

inclinaison  sur  le  rayon  vec- 
teur. Soient  w  et  p  les  deux 
coordonnées  MOa;  et  OM  d'un 
point  M  d'une  courbe  (fig.  i  24); 
soient  6)-|-A  et  p+ft  les  coor- 
données d'un  second  point  M' 
de  cette  courbe  ;  tirons  MM'  et 
ig.  IS4.  désignons  par  U  l'angle  OMK, 

formé  par  le  rayon  vecteur  OH  et  le  prolongement  de  la 
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eorde  MM'.  Le  triangle  OMM*  donne  : 

OM'      sinOMK  p+i  smJJ 

OM  ""  sinOMK  p    ~  8m(U~A)  ' 


On  en  déduit  : 


k  _  sinU — sîn(U — h)^ 
7""       6in(U— A)      ' 


divisant  par  h,  il  vient  : 

.    -     2sin-cos(U — -)      sin-    oo«(D— ^1 

p   Â""      Asin(U— A)      """F'    sin(U— A)  ' 

1 

A 
fiiiidnt  ]^3=r0  et  désignant  par  ff  la  limite  de  t->  <fest-à-diie 

la  dérivée  de  p  par  rapport  à  cd^  par  V  la  limite  de  U^  il  vient  : 

-  =  7-^     OU     tangY=  V 
P      tangV  p' 

929.  Prenons  pour  temple  la  courbe  du  seoond  degré 
représ^tée  par  réquition 


^      1 — ecosw 
On  a  ici  : 


1 — ecosu) 


tangV=— 


esinm 
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Des  asymptotes  aux  courbes  dont  on  a  Véq^fkti(^ 

930.  Cpnsidéroq^  une  branchq  infinie  d'qne  courbe;  si 
an  point  se  meut  sur  cette  branche  et  s'éloigne  indéfiniment, 
Cfc  grandeur  du  rayon  vecteur  croîtra  indéfiniment  et  sa  direc- 
ion  deviendra  parallèle  à  l'asymptote  de  la  branche,  si  cette 
>xanche  a  une  asymptote,  IJ  résulte  de  là  que,  pour  avoir  les 
asymptotes  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires, il  faut  chercher  d'abord 
leç  valeurs  de  (o  pour  les- 
quelles p  est  infini  ;  cela  fera 
connaître  les  directions  des 
asymptotes  j  voici  maintenant 
comment  on  achèvera  de  les 
déterminer.  Soit  MN  (fig.  125) 
une  branche  de  courbe  in- 
finie; soient  co  et  p  les  co- 
^^-  ^'**  ordonnées  d'un  point  quel- 

conque M  de  cette  courbe;  enfin  soit  a  l'angle  que  fait  le 
rayon  vecteur  avec  l'axe  polaire  Oa?,  lorsque  le  point  M  est 
^  l'infini.  On  aura  évidemment  la  distance  de  l'asymptote  à 
la  droite  OP,  en  cherchant  la  limite  vers  laquelle  tend  la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  MP  abaissée  du  point  M  sur  OP, 
lorsque  le  point  M  s'éloigne  |i  l'infini.  En  désignant  donc  par 
8  cette  limite ,  on  aura ,  dans  le  triangle  OMP  : 

8=:lim.psiBJ;ar?riw),       PU       8  =  lipi,p§in(«D--ra)j 

suivant  que  o)  sera  inférieur  ou  sup^eur  à  sa  limite  a. 
Si  la  quantité  Z  est  infinie,  la  branche  de  courbe  n'a  pas 
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d'asymptote;  si  elle  est  nulle ,  la  ligne  OP  est  ellenoième 
l'asymptote. 
On  a  un  moyen  très-simple  de  trouver  dans  chaque  cas  la 

valeur  de  8. 

i 

L'inverse  -  du  rayon  vecteur  est  une  fonction  de  tù,  don- 
P 

née  par  Féquation  de  la  courbe.  Désignons  cette  fiMOcdon 
par  f((o];  posons  en  outre  (o  =  a4-A9  on  aura: 


8=±lim-z 


sin^ 


r(«+A)' 


ou^  comme  /(a)  est  nulle  par  hypothèse  ^ 


S=±lîm 


sinft 


..    sin  h 
lim— r— 


f(a  +  h)-f(a)''  ^f(a  +  h)-f(aY 

h 


ou,  en  désignant  par  /'(u)  la  dérivée  de  f{a>) , 

1 


8=± 


A«)' 


formule  dans  laquelle  on  prendra  seulement  le  signe  +  ou 
le  signe  — ^  suivant  que /'[a]  sera  positive  ou  négative. 
231.  Appliquons  ce  qui  précède  à  l'hyperbole 


(1) 


1  —  e  cos  to) 


La  quantité  e  est  en  valeur  absolue  plus  grande  que  l'unité; 
on  peut  donc  trouver  un  angle  tel  que  Ton  ait  : 


m- 


i% 


«I 


«  = 


cos« 
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en  substituant  pour  e  cette  valeur,  Féquation  (1)  devient  : 

pcosa 

p  =  — ' . 

ces  a — COSto 

Les  valeurs  de  a>  qui  rendent  p  infini  sont  a>=a  et  ci>=27c — a; 
cesi:  viUeurs  indiquent  les  directions  des  asymptotes.  La  fonc- 
tion —  ou  /(co)  est  id 
tt9 


et  sa  dérivée 


COS  a  —  COScd 

'■ ; 

pcosa 

sine» 


On  a  donc  : 


pcosa 

8  =  ±pcota; 
ce  qui  achève  de  déterminer  les  asymptotes. 


Qtiestions  à  résoudre. 

h  Trouver  l'équation  générale  du  cercle  en  coordonnées 
polaires.  Cette  équation  est 

p* — 2d!cos(a — co)p  +  cl' — r*=0. 

n.  Trouver  l'équation^  en  coordonnées  polaires,  de  la  ligne 
droite  qui  passe  par  deux  points  donnés,  ou  satisfait  à  deux 
conditions  données. 

m.  Trouver  l'équation,  en  coordonnées  polaires,  de  la  tan- 
gente à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole,  ou  à  la  parabole  en  un 
point  donné. 
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IV.  Trouver  réquatioH y  en  coordondées  polaires ,  du  lieu 
décrit  par  un  point  d'une  circonférence  qui  roule  sur  une 
circonférence  fixe  de  même  rayon. 

V.  Tous  les  points  d'un  plan  peuvent  être  déterminés  par 
deux  Hyom  vecteurg,  c'est-à-dfre  par  leurs  distanoes  k  deux 
pointa  fixes,  Op  demande  de  démontrer  que,  dans  ca  sjb-k 
tème  de  coordonnées^  le  rapport  des  cosinus  des 
qu'une  tangente  à  une  courbe  fait  avec  les  deux  rayoii! 
teurs  du  point  de  contact,  est  égal  à  la  dérivée  de  l'un  des 
rayons  vecteurs  considéré  comme  fonction  de  Tautre.  Déduire 
de  là  les  propriétés  connues  de  la  tangente  à  FfiiUipii  ^  à 
l'hyperbole. 

VI.  Tous  les  points  d'un  plaij  peuvent  être  déterminés  par 
les  angles  que  font  les  deux  rayons  vecteurs  avec  la  droite 
qui  joint  les  deux  pôles.  On  demande  de  trouver  l'équation 
de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  dans  ce  système  de  coordonnées 
angulaires,  en  prenant  pour  pôles  les  deux  foyers.  L'équation 
de  ces  courbes  est  : 

i  i 

^ï^g  5  ^  •  ^J^S  5  ^'  ^^  çonjstante. 
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CHAPITRE  X. 

DES  LIGNES  CX)URBES  EN  GÉNÉRAL. 


klSCUMIOH  mi  QUItQOBI  COUMIBS  ALGiBMQUES  «T  TlUHSeeiniAtms. 
—  DETERMINATION  DE  LA  TANGENTE  EN  UN  OS  LEURS  POINTS. — 
ASYMPTOTES  DES  BRANCHES  INFINIES. 

232.  Nous  nous  proposons^  dans  ce  chapitre  ^  de  mon- 
rer,  par  des  exemples^  comment  on  doit  discuter  et  con- 
truire  la  courbe  représentée  par  une  équation  donnée.  La 
liscussion  consiste  à  examiner  de  quelle  manière  varie  l'une 
les  deux  coordonnées,  quand  on  fait  varier  Tautre  d'une 
nanière  continue  entre  — oo  et  +00.  L'algèbre  nous  fait 
lonnaitre  un  théorème  fort  important  pour  cet  objet  et  qui 
consiste  en  ee  qu'une  fonction  est  crdssante,  tant  que  sa 
lérivée  est  positive;  et  qu'au  contraire  elle  est  décroissante , 
ant  que  sa  dérivée  est  négative.  Ce  théorème  suffit,  dans 
)ien  des  cas,  pour  dét^miner  le  cours  des  diverses  branches 
lont  la  courbe  est  composée.  Quant  à  la  construction  ulté- 
îeure  de  la  courbe,  on  Veffectue  en  déterminant  un  nombre 
le  points  suffisamment  grand  et  joignant  ensuite  ces  points 
[>ar  un  trait  continu.  La  construction  deg  tangentes  aux 
points  qu'on  aura  ainsi  déterminés,  celle  des  asymptotes  des 
brancbes  infinies  pmnettent  ensuit^  d'id)tpb  im  démo  fins 
exact  de  la  courbe. 
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Bsemples  4e  eonrbes  rapporlée*  h  de«  6e«i>«oBaée« 


Premier  exemple  (courbe  parabolique). 

233.  On  nomme  généralement  courbe  parabolique  da  de- 
gré m,  une  com*be  ayant  une  équation  de  la  forme  : 

où  f[x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  du  degré  m. 
Le  cas  de  m=2  donne  évidemment  la  parabole  ordinaire. 
Proposons-nous  de  discuter  et  de  construire  l'équation 

la  dérivée  y'  de  y  a  pour  valeur  : 

y'zsOa:*  — 6a?— 3, 
et  l'on  peut  écrire  : 

Si  X  croît  depuis  —  oo  jusqu'à    ~J  =--0,36 ,  }f  est 

constamment  positif  et  par  suite  y  croît;  au  contraire,  y  dé- 

croît,  si  l'on  fait  croître  x  depuis  — - —  = — 0,36....;  jus- 


qu 


1  -L  i/3 

'à      \^    =1,36. ...  ;  enfin  y  redevient  croissant,  lorsque 

1  4-  \/3 
X  croît  de      ""^    =  1,36,...  jusqu'à  -t-o». 

1 

Prenons  sur  l'axe  des  x:  OA  =  i ,  OB  =  -,  0C=2;  et, 
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sur  Taxe  des  y,  0D=2  (fig.  126);  la  courbe  part  de  l'infini 

négatif,  se  rapp  oche  de  l'axe 
des  X  qu'elle  coupe  en  A ,  s'é- 
lève au-dessus  de  cet  axe  jus- 
qu'au point  E  dont  Tabscisse 

est— 2^=-0,36 , 

*  puis  ^e  s'en  rapproche  et  le 
rencontre  en  B;  elle  s'en 
éloigne  de  nouveau  jusqu'au 
point  F  dont  l'abscisse  est 

=  1,36 ,  s'en  rapproche  et  le  rencontre  en  C; 


i  +  v/3 


2 

enfin  elle  s'en  éloigne  et  s'étend  à  l'infini. 

L'angle,  que  la  tangente  fait  avec  l'axe  des  x  au  point  A^  a 

pour  tangente  trigonométrique  -t-9;  au  point  D,  — 3;  au 

9 
point  B,  — âî  *^  P^^^t  C,  +  9. 

En  Ë  et  F  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x;  ces  tan- 
gentes correspondent  au  maximum  et  au  minimum  de  l'or- 
donnée. 

La  courbe  n'a  pas  d'asymptote,  puisque—  est  infini 

X 

par  â?=:  Qo« 

Deuxième  exemple, 

234.  Soit  l'équation 

_  ;g»  +  2j?— 3 
^""ic*  — 8x  +  i2' 

on  trouve,  pour  la  dérivée  y'  de  y, 

i0a:(3— a?) 
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oa  peut  écrire  : 


_  iOar(a?— 3) 


(a?— 2)*  (a:— 6)*' 


Pouf  aî=i=— GO,  on  ayîïslj  dea:= — oo  àa?=r  — 3,  j/'est 

négatif,  par  suite  y  décroît  depuis  1  jusqu'à  zéro;  de  â;=— 3  . 

I 

à  a;= 0^  y'  est  négatif  et  y  décroît  de  zéro  à  — -r  ;  de  2r=0 

i 

à  ic=  + 1 ,  y*  est  positif  et  y  croit  de  —  --k  zéro  ;  de  x=l 

à  â;ssS>  y'  est  positif  et  y  croit  de  zéro  à  4"^=^;  cl^  ^=^ 
à  0^=69  y  est  négatif,  mais  yf  est  positif  de  a;=2  à  jr^3 
et  négatif  de  â?=3  à  i»=6;  par  suite  de  xt=^  à  a:fi=3 
y  croit  de  — 00  à  — 4,  et  de  d:=3  à  aF=6  y  décroît 
de  -^4  à  — 00;  de  a;r=:6  à  a;$i24<<yat,  y'  est  négatif»  par 
suite  y  décroît  de  +qo  à  +i. 


y 


11 


y 


K 


H 


flg.  t2T. 


m»  urnes  courbes  en  général.  «m 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  notre  courbe,  qui  est  du 
troisième  degré,  est  composée  de  six  brandies  infinies,  comme 
l'indiqué  la  figuré  127  ;  deux  de  ces  branches  ont  pour  asymp- 
tote la  droite  UV,  dont  Téquation  est  t/=i;  deux  autres  la 
droite  GH,(a:=2)  ;  deux  autres  la  droite  KL,[x=6).  La  courbe 
ooupe  Taxe  des ar  aux  points  Af{x:=a — ^3)  et  C^(âr=xl);  Taxe  des  y 

AUpoitiitS,  \v='  —  7]  ;  elle  à  deux  tangentes  parallèles  à 

I^lEucedes  a:Jye=t  —  j^  yz=r  —  4]  ;  ees  tangentes  correspcm- 

dént  à  un  minimum  et  à  un  maximum  de  l'ordonnée.  Les 
tangentes  aux  points  A  et  C  font  avec  Taxe  des  x  des  angles 

4  4 

flôtil  les  tattgentes  trîgonométriques  sont  —  7^  et  +  - . 

45  5 

ftoinièinè  metfhiple  (Polium  de  Descarteà). 

235.  La  courbe,  connue  sous  le  nom  de  folium  de  Des- 
tarte» ,  à  pour  équation ,  en  coordonnées  rectangulaires  : 

Cette  équation  ne  peut  être  résolue  ni  par  rapport  à  j;  ni  par 
rapport  à  y  ;  mais^  dans  toute  équation  du  troisième  degré ,  on 
peut  faire  disparaître  Tun  des  termes  en  y^  ou  en  x^  par  la 
transformation  des  coordonnées^  la  nouvelle  équation^  ne  ren- 
fermant plus  alors  que  le  carré  et  la  première  puissance  de 
l'une  des  variables,  peut  être  résolue  par  rapport  à  cette  va- 
riable. Dans  l'exemple  qui  nous  occupe,  si  l'on  prend  pour 
lïes  de  coordonnées  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
anciens  axes,  l'équation  devient  : 

(3a  4-  ar  V^)y«  +  x»  sj'§,  —  3ax*=0, 
on  eil  tire,  pour  y  et  pour  sa  dérivée  y',  les  valeurs  sui- 


^ 


.1      ,t.;i 
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vantes  : 


v/3  Vo  +  a?v^2 


y  = 


a?(— 8g*  +  3a«) 


La  courbe  étant  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des 
X,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  valeur  positive 
de  y.  Cette  valeur  de  y  n'est  réelle  que  si  x  est  compris 

entre iiet— :.  Pour  j:=: -,  yestinfinîj  dea:= — - 

à  â;=0^  y'  est  négatif,  par  suite  y  décroit  de  Tinfini  à  zéro. 

â  v"^  V^ — ^7  ^^^^  y  décroît  depuis  cette  valeur  maximum 

jusqu'à  zéro,  lorsque  x  croît  de  —7—  à  -— ,  puisque  ^  est  alors 

constamment  négatif.  La  courbe  est  donc  composée  d'une 

boucle  fermée  et  de 
deux  branches  infi- 
nies ayant  même 
asymptote ,  comme 
l'indique  la  figure 
128. 

On  voit  que  l'ori- 
gine est  un  point 
double,  c'est-àrdire 
un  point  par  lequel 
passent  deux  bran- 
ches de  la  courbe; 
;.  128.  ces   deux    branches 


t' 


>-■.* 
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correspondent  aux  deux  combinaisons  de  signes  que  Ton 
peut  former  pour  les  radicaux  qui  composent  la  valeur  de  tf; 
en  faisant  x=^0  dans  la  valeur  de  y'  on  obtient  ces  deux 
valeurs  y'==4-i ,  y'= — 1 ,  d'où  il  suit  que  les  tangentes  au 
point  0  ont  pour  équations  : 

y=x,        y=—Xi 

ces  droites  ne  sont  autre  chose^  que  les  axes  auxquels  la  courbe 
était  primitiveinent  rapportée. 

Remarqtte.  Le  foliun^  de  Descartes  peut  être  con^truit^et 
discuté  de  la  manière  la  plus  simple  au  iiioyen  de  son  équa- 
tion en  coordonnées  polaires;  S  en  ;effèt  on*))ose  : 

X  =  pCOS(0,  ^=psina>, 

l'équation  primitive 

y^  —  3axy-\rX^=0y 


devient  : 


3asinti)cosa) 

sin'(i>  +  cos  V 


Nous  engageons  le  lecteur  à  étudier  la  courbe  d'après  cette 
équation^ 

Quatrième  exemple, 

256.  Soit  réquation 
(1)  y*^96aV+i00a*a?*— »*  =  0; 

la  courbe  passe  p£^  Torigine;  elle  coupe  en  outre  Taxe  des  x 
en  deux  points ,  pour  lesquels  on  a  : 

0 

20* 
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elle  coupe  aussi  Paxe  des  y  en  deux  points,  pour- lesquels 
on  a  : 

% 


y 

fig.  129. 

Les  axes  dé  coordonnées  sont  des  axes  de  la  courbe,  et 
l'origne  un  centre^  il  suffit  donc  de  considérer  la  portion  de 
la  courbe  située  du  côté  des  abscisses  positives. 

Si  Ton  résout  Téquation  (4)  par  rapport  à  ^/^  on  trouve  : 

y  =  zh\/48a«db  sj  [x-^Ga)  (x  +  ea)  (x—Sa)  (x  +  ^\^ 


à  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  zéro  et  6a  correspondent 
quatre  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  contraires  deux  à  deux. 
J)ex=.6akx  ='8a ,  toutes  les  valeurs  de  y  sont  imaginaires  ; 
de  j:==8a  à 'a: = 10a,  les  quatre  valeurs  de  y  sont  réelles, 
enfin  deux  seulement  le  sont  de  x=iOa  à  a?=oo4 
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La  discussion  détaillée  des  valeurs  de  y  montre  que  la 
courbe  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  129. 
Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 

, «• — èOa*x  ^ 

pour  les  [branches  qui  passent  par  Torigine,  on  a  évidem- 
ment y  =  ±:  v/48a'  —  \/]r*—  100a  V+  2304a*  ;  la  valeur 
de  yf  devient  alors ,    en   multipliant    haut   et   bas   par 

y/48a«  +  \/â?*— 100aV+2304a*: 

_  (a;^— 50a«)  y/Isâ»  +  y/ar*  —  lOOa'a?»  +  2304a^ 
±:  s/iOOa^—x^  \/a;*  —  100a*j:»  + 2304a* 

pour  0? =0^  on  déduit  ces  deux  valeurs  de  y'  : 

Les  équations  des  deux  tangentes  qui  passent  par  l'origine 
sont  donc  : 

.     5 

.  v^ 

La  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  x  aux  points  x=0, 
y  =  ±  4a  ^;  elle  est  parallèle  à  Faxe  des  y  aux  dix  points  : 

y  =  0,  a:  =  ±10a;  j  =  ±:4av/3,  ic  =  +  6a,  x  =  '\-8a; 
j=di4av/3,  x=2 — 6a,  a:= — 8a. 

Enfin  la  courbe  a  deux  asymptotes  : 

y=x,       y=—x. 
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Cinquième  exemple. 


237.  Soit  l'équation 


la  dérivée  de  y  est 


y  =  sina;. 


y'  =  cos  X. 


La  courbe  passe  à  l'origine  (fig.  130);  elle  est  composée  d'une 
infinité  de  boucles  égales  entre  elles  ^  chacun  des  points  où  la 


fig.  130. 


courbe  coupe  l'axe  des  x  est  un  centre  j  le  coeflBcient  angu- 
laire de  la  tangente  en  chacun  de  ces  points  est  alternative- 
ment + 1  et  —  1  ;  l'aire  de  chaque  boucle  est  égale  au  carré 
de  l'ordonnée  maximum.  Ainsi  la  courbe  est  quarrable. 


Sixième  exemple. 


838.  Soit  l'équation 


on  a: 


y  =  lxy 


,      1  • 
^=x' 
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et  par  suite  Vordoûnée  est  croissante  pour  toutes  les  valeurs  po- 
sitives de  Xj  les  seules 
qu'on  puisse  attribuer 
à  cette  variable. 

La  tangente  peut  se 

construireav'ecla  règle 

T  et  le  compas ,  puisque 

son  coeflScient  angu- 

aire  est  — . 

X 

Uaxo  des  y  est  une 
asymptote  de  la  cour- 
fig.  131.  Ibe. 


Septième  exemple* 


239.  Soit  l'équation 


2  . 


y=zx — -smâp 


on  a  : 


y'=i  — -cosaî  — ^ — • 
^  3  3cos*x 


-tanga:. 


(1— cosa?)*(i  +  acosa?)^ 
3cos*a? 


yf  est  négatif  ou  positif  suivant  que  1  -l-2cosx  est  positif  ou 

négatif.  Si  x  croit  depuis  zéro  jusqu'à  ^ ,  y'  est  négatif  et  par 

suite  y  décroît  depuis  zéro  jusqu'à  — co,  et  comme  5^=0 
pour  j?  =  0  9  la  courbe  est  tangente  à  l'axe  des  j?  à  l'origine. 

La  courbe  (fig.  432)  a  pour  asymptote  la  droite  6H  /â;=:  ^  j . 
Si  l'on  fait  croître  â?  de  -  à  —  ,  y'  est  toujours  négatif  et  y  dé- 
de  +CO  à  —  ;  si  donc  on  prend  BC=OB=.— ,  le  point  G 


croît 
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sera  sur  la  ooiirt)e  at  U  tangente  »  ce  poiak  m»  pmUèteà 

l'axe  des  x.  Si  l'on  M 
ensuite  croître  x  de- 

puis   —  jusquà  —, 

y'    devient    positif  et 

j  croit   de    -r  à  -j. 

Soient     OE  =  ^    et 

o 

4tc 

EF  =  — ,  la  tangente 

"^  en  F  sera  parallèle  à 
l'axe   des   x.  Faisons 

croître  a?  de  -^  à  — , 

%/  devient  négatif  et  y 

décroît  depuis  —  Jus- 

o 


flg.  182. 


qu'à —c»j  la  courbe  a  poiff  asymptote  la  droite  K  (ïT  == -^^ 

enfin  si  x  croit  de  —  à  Sic,  y  décroît  de  l'infini  à  2iç.  On  obtien- 

drait  une  série  indéfinie  de  branches  uouvelles^  ^  conti- 
nuant de  faire  croître  «  de  2ic  à  oo. 

Enfin  les  valeurs  de  y^  qui  correspondent  aux  valeurs  né- 
gatives de  Xy  sont  égales^  au  signe  près^  h  celles  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  positives;  en  efiét  l'éqiiatioQ  ne  diange 
pas  lorsqu'on  change  a?  en  — a;  et  y  en  — t/,  de  sorte  que 
Torigine  est  un  centré. 

Remarque  /.  Si  l'on  mène  la  bissectrice  y=a?,  de  l'angle 
formé  par  les  axes ,  l'ordonnée  de  la  courbe  comptée  à  pa^ 


# 
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tirde  cette  bissectrice  est  une  fonction  périodique  de  l'abscisse. 
Cette  considération  est  utile  pour  suivre  la  courbe  dans  toute 

Remarque  II.  PuiMjue  y  est  négatif  tant  que  x  est  moindre 

n  2  1 

que  -,  on  a  dans  cette  hypothèse,  j:<-sina:+-tanga:; 

ce  qui  exprime  qu'un  arc,  moindre  qu^un  quadrant,  est  plus 
petit  que  les  deux  tiers  de  son  sinus  augmenté  du  tiers  de  sa 
tangente. 

Exemples  4e  «enrlie»  rapportées  kf^es  eoordoimées 


HuitUmelexemple. 


240.  Soit  l'équation  : 


P  = 


4 — 2sin(o^ 


si  l'on  £ait  (d=sO,  on  a  p  =  i^  soit  OA  =  i  (fig.  133),  le 

t 


fig.  1S3. 


pdont  A  sefa  un  point  de  la  oouri3é;  si  l'on  fait  crottre  «o 
de  zéro  à  r   p  croît  de  i  à  -)-  qo  ;  soit  POa?=  ^  et  M  un  point 
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de  la  courbe  correspondant  à  une  valeur  de  co  moindre  que  -r, 

0 

on  aura  (n»  230)  pour  la  longueur  MP  de  la  perpeftdicolaire 

abaissée  de  M  sur  OP,  en  faisant  <»  =  ^  : 

o 

lim.MP=-4:  =  0,  57...: 

V/3 


la  courbe  a  donc  pour  asymptote  la  droite  ED,  menée  paral- 
lèlement  à  OP  et  à  une  distance  égale  à  --=. 

Si  l'on  fait  croître  co  de  -  à  ^^  p  est  négatif  et  croit 

de  — oo  à  —  1  ;  si  Ton  fait  ensuite  croître  ««>  de  -  à  —, 

z       6 

p  décroit  de  — là  — co;  en  opérant  comme  précédenunent, 
on  trouve  une  seconde  asymptote  EDVqui  fait  avec  Taxe  po- 

laire  un  angle  à  -^ ,  et  dont  la  distance  au  pôle  est  encore  "p* 

Si  Ton  fait  croître  co  de  —  à  «,  p  est  positif  et  décroît 

de  +  oo  à  +  ij  w  croissant  de  ic  à  — ,  p  est  positif  et  décroît 

de  +*  à+^j  enfin,  si  Ton  fait  croître  to  de  —  à2îc,  p  croît 

de  ^  à  + 1. 

En  donnant  à  co  des  valeurs  plus  grandes  que  2ic,  ou  des 
valeurs  négatives,  on  n'obtiendrait  pas  de  nouveaux  points. 

La  courbe,  dont  il  s'agit  ici,  est  une  hyperbole  dont  Tun 
des  foyers  est  au  pôle. 


4 'S 
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On  a  (n"*  SâS) ,  en  désignant  par  Y  l'angle  de  la  tangente  et 

du  rayon  vecteur  : 

1 — Ssino) 
tang  V  =  — . 

1  i 

Aux  points  A  et  A'  la  valeur  de  tang  V  est  -  et  —  -.  Cette 

valeur  est  infinie  en  Bet  F,oùci)=90*et270°;  ce  qui  montre 
qu'en  ces  points  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  polaire. 


Neuvième  exemple. 


241.  Soit  réquation» 

.    1 

P  =  asin^(o; 

pour  (o=0^  p=0;  la  courbe  passe  donc  au  pôle  et  elle  est 

tangente  en  ce 
point  à  Taxe  po- 
laire ;  si  Ton  fait 
ensuite  croître  a> 

de  zéro  à  -^  p 

croit  de  zéro  à 


av/i. 


2 


;  on  trouve 


fig.  134. 


1C 


il  Von  fait  croître  co  de  -  à  ic,  p  croît  de 

2  2 


ainsi  la  branche 

OMA  (fig.  134); 
av/2 


à  a^  et  on 


obtient  la  branche  AB;  si  Ton  fait  ensuite  croître  a>  de  ic 
ï^y  p  reprend  dans  Tordre  inverse  les  mêmes  valeurs  que 
de  zéro  à  tt  ^  et  on  trouve  de  cette  manière  les  deux  bran- 
ches BA'  et  A'NO.  De  2ic  à  4it ,  p  reprend  les  mêmes  valeurs, 
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mais  négativement  9  que  de  zéro  à  tic;  on  troaTe  les  quatre 
branches  OPA',  A'B',  B'A  et  AQO. 

Enfin  si  Ton  donne  à  »  des  valeurs  plus  grandes  que  4ic, 
on  ne  trouve  que  les  points  déjà  obtenus. 


On  a  ici  : 


taDgV  =  2tang^a». 


1 


La  tangente  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  aux  points 
B  et  ff;  les  points  A^  0^  A'  sont  des  points  multiples. 


Dixième  exemple. 


242.  Soit  l'équation 


asm  «A 

P  — 


(O 


Dans  les  exemples  y  où  Tangle  co  n'entre  que  par  l'une  de  ses 

onctions  circulaires,  il 
est  indifférent  que  cet 
angle  soit  évalué  en  par- 
ties de  la  circonférence 
ou  qu'il  soit  représenté 
Tpar  Farc  de  la  circonfé- 
rence dont  le^ayon  est  l  ; 
mais  dans  l'exemple  dont 
flg*  135.  il  s'agit  ici ,  et  dans  tous 

ceux  du  même  genre,  l'angle  o)  doit  toujours  être  évalué  ite 
la  seconde  manière. 

Pour  (0=^0,  l'équation  proposée  donne  p=«,'  soit  OA=:fl 
(flg.  155),  le  point  A  sera  un  point  de  la  courbe;  a  Ton  ftit 

croître  w  de  zéro  à  -,  p  décroîtra  de  a  à  —,  car  sa  dérivée  p, 
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<i*  C06  4d —«>  6iD  M 

ont  la  valeur  est  p'  =  a z ,  est  constamment 

[égative  ;  on  dbttent  ainsi  l'arc  AB;  si  l'on  fait  croître  (o  de- 

m 

«^  p  déorottra  de  —  à  léro  et  on  obtiendra  Pare  BO  ;  la 
ourbe  est  tangente  en  0  à  l'axe  polaire.  Si  Ton  fait  orottre  w 
le  «  A  -«^^  P  devient  négatif  et  déorott  de  0  k  —  r-;  on 

rouve  la  branche  OC.  Enfin  si  «o  croit  de  -tt-  à  2ic^  p  croîtra 

2 

le  —  ;r-  à  zéro.  On  obtiendrait  une  série  indéfinie  de  branches 
3ic 

iouvelles,  en  faisant  croître  co  de  Sic  à  +qo  ou  de  — oo 
izéro. 
L'angle  V  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur  est  donné  par 

.'équation 

-,  cosinci) 

tang  V  =  ■  *  — : 

(ocostû — smu) 

cet  angle  est  droit  pour  «oz^O;  ilest  nid  pour  a)=ic^  (i>=2ic... 
comonuiGTioii  vm  M^m»  KboÂs»  pes  iSocjatiobs  m  ffoniDs 

QUELCONQUE   A  UNE  INCONNUE. 

243.  Toute  équation  à  une  inconnue 

f(x)=0, 

peut  être  considérée  d'une  infinité  de  manières  comme  résul- 
tant de  l'élimination  de  y  entre  deux  équations,  renfermant 
les  deux  inconnues  rr  et  |f  et  qui,  en  conséquence ^  rq)ré- 
sentent  deux  courbes.  Si  l'on  construit  ces  deux  courbes,  les 
abscisses  des  points  d'intersection  seront  des  racines  réelles 
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de  la  proposée;  mais  il  pourra  se  faire  qu'on  n'ait  pas  ainsi 
toutes  les  racines  réelles.  Effectivement;  pour  être  assuré  que 
deux  courbes  se  coupent  réellement^  il  ne  sufSt  pas  de  savoir 
que  Tabscisse  de  leur  point  commun  est  réelle,  il  faut  encore 
que  Tordonnée  le  soit.  Nous  allons  appliquer  les  considéra- 
tions qui  précèdent  à  la  construction  des  racines  de  l'équation 
du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

844.  Toute  équation  du  troisième  d^é  peut  être  rame- 
née à  la  forme 

(i)  x^  +  px  +  q^O. 

1°  On  peut  d'abord  poser  : 

(2)  y=x^      et      y=—px  —  q; 

on  sera  conduit  alors  à  construire  la  courbe 

y  =  x\ 
et  la  droite 

y=—px'-q; 

les  abscisses  des  points  de  rencontre  seront  les  racines  de 
l'équation  (1). 
2°  On  peut  aussi  poser  : 

(3)  ay=.x^    et    cM?y  +  pa?-|-jf=0; 

ces  équations  représentent  une  parabole  et  une  hyperbole; 
leurs  points  d'intersection  indiqueront  les  racines  de  l'équa- 
tion (1). 
y  Enfin  on  peut  substituer  à  l'équation  (1)  celle-ci  : 

x^  -{-px^  -^-qx^O , 
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et  poser 

(4)         ay  =  x'       et       y^+^y+lx=0; 

en  ajoutant;  on  trouve  : 

équatioa  d'un  cercle  qui  passe  à  l'origine;  et  on  pourra 
substituer  cette  dernière  équation  à  l'une  des  équations  (4)  ; 
on  rejettera  ensuite  la  solution  x  =  0. 

245.  L'équation  du  quatrième  degré  peut  être  ramenée  à 
la  forme 

(1)  a:* +  P^* +  9^  +  ^  =  0; 
pour  construire  ses  racines  on  posera  : 

(2)  ay=:x*    et    a^y^+pay  +  qx-^r^O; 

les  points  de  rencontre  des  paraboles  représentées  par  ces 
équations,  indiqueront  les  racines  réelles  de  la  proposée.  On 
peut  aussi  résoudre  la  même  question  en  déterminant, 
comme  au  n""  précédent^  les  points  de  rencontre  de  Tune 
des  paraboles  (2)  et  du  cercle  : 

.y^  +  ^*  +  (E^a)y+^,x+L=o, 

équation  qu'on  peut  substituer  à  l'une  des  équations  (2); 
alors  la  question  sera  ramenée  à  construire  une  parabole  et 
un  cercle. 

246.  Le  problème  9  qui  consiste  à  mener  une  normale  à 
une  ellipse  par  un  point  extérieur,  conduit  à  une  équation  du 
quatrième  degré,  dont  on  peut  construire  le^  racines  par  Tin- 
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tersection  d'une  circonféreDce  et  de  l'ellipse  donnéd.  Cette 
méthode,  connue  depuis  longtemps,  a  été  reprise  et  déve- 
loppée par  M.  Catalan  dans  un  arUde  (*)  dont  nous  extrayons 
ce  qui  va  suivre. 

Les  normales  abaissées  sur  cette  courbe  par  un  point  (f^q) 
pris  dans  son  plan  seront  déterminées  par  lea  équations 

(1)  a*Y«  +  6«X*  =  a«6». 

(8)  «•3LY~àV>^  +  6«jX=a0  5 

lesquelles  donnent  par  l'élimination  de  Y  : 

(3)  X»-2^pX»+J%V+6V-^)X«+2^pX-^jfeft 

Afin  de  construire  les  racines  de  cette  équation^  essayons  de 
combiner  l'ellipse  domée  avec  un  oeide«  L'équalkm  de  ce 
cercle  «era  : 

{A)  (a^_a)«+(y_6)«=R«; 

et  si  Ton  cherche  les  abscisses  des  points  communs  de  ces 
deux  courbes ,  on  trouvera  qu'elles  sont  fournies  par  Téqua- 
tion: 

(5)    a:*— 4^aa?»  +  2^[2(^a»+6*6«)  +  €«ilV 

C  V 

dans  laquelle 

Maintenant ,  pour  ramener  l'équation  (3)  à  Téquatkm  l^)f 
posons  Xs=^mx'y  Qi  identifions;  il  viendra  : 

(*)  Voir  Im  MiiTeUes  AnnaleB  de  mafhâDatifaœ ,  tome  YII. 
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2m'  m* 


Ces  relations  détermioent  facilement  a,6,  R  etiTi.  En  effet, 

1  première  et  la  troisième  donnent  k^= r . 

'^  mr 

On  tire  ensuite  de  la  quatrième ,  6*  =     ,    ..;   .  Puis ,  de  la 
^nde: 

îtte  formule  donne  pour  ^n  deuo?  valeurs  réelles  9  égales  et 
i  signes  contraires  :  comme  m  est  un  rapport^  on  peut  con- 
oir  de  prendre  seulement  la  valeur  positive.  Alors 


,      b*q*  +  c* 


c» 


Le  centré  et  le  rayon  de  la  circonférence  étant  connus^  si 

Q  construit  cette  circonférence ,  et  que  Ton  multiplie  par  m 

abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes^  on 

in^tra  les  abscisses  des  pieds  des  diflFérentes  normales 

jnées  à  Tellipse  par  le  point  donné. 

^      ^      ùp  bà  ,    • 

Si  Ton  pose  f=  -^,  j  =  -l ,  on  obtient  ; 

c  .  c 
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m 


et  ces  dernières  valeurs  seconstrùiscnt  assez  simplement. 

247.  La  construction  graphique  des  racines  des  équations 
algébriques  ou  transcendantes  est  souvent  utile  pour  effectuer 
ultérieurement  la  résolution  numérique;  nous  n^ajouterons 
rien  à  ce  que  nous  avons  dit  précédenmient  au  SHJ^  des 
équations  algébriques,  et  nous  nous  bornerons  .à  examûoierle 
cas  d'une  équation  trapscendante.  Considérons  l'équation: 


(!) 


2x — 4sinx — 1=0; 


les  racines  de  cette  équation  seront  les  abscisses  des  points 
communs  à  la  courbe 

(2)  y=sina?, 
et  à  la  droite 

(3)  to— 4y— 1=0. 

La  courbe  (3)  (fig.  136)  est  formée  d'une  infinité  de  parties 


flg.  1S6. 


telles  que  OAG  et  OCL  (n«  237).  Il  est  évident  que  la  droite  (3) 
rencontrera  en  un  {>oint  A  la  première  des  parties  de  la  courbe  ^ 
située  du  côté  des  abscisses  positives  et  qu'elle  ne  rencon- 
trera  point  les  autres  parties.  L'équation  proposée  n'a  donc 
qu'une  seule  racine  pojsitive  et  cette  racine  Oa  est  comprise 


j 
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entre  -  et  it  ;  effectivement  ces  deux  nombres  substitués  à  x 

dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  donnent  des  résul- 
tats de  signes  contraires. 

La  droite  (3)  ne  peut  évidemment  rencontrer  que  la  pre- 
mière des  parties  de  la  courbe  situées  du  côté  des  abscisses 
négatives.  Pour  savoir  s'il  y  a  effectivement  rencontre,  nous 
allons  chercher  si  la  tangente  parallèle  à  la  droite  (3)  rencontre 

l'axe  des  y  au-dessus  ou  au-dessous  de  cette  droite;  le  coeili- 

i 

cient  angulaire  de  cette  tangente  étant  ^^  on  doit  avoir, 

pour  le  point  de  contact  M^ 

i  ,,     .  W  .      7C  i/3 

cosar=-,    d'où    ^=—3    et    y=_sm-=— ^; 
l'équation  de  cette  tangente  sera  alors 


»+T=l(^+i)- 


La  valeur  absolue  de  l'ordonnée  du  points  où  cette  droite 
coupe  l'axe  des  y,  est  -  v^ —  ^,  quantité  plus  grande  que  la 

4 
valeur  absolue,  0H=  -r,  de  l'ordonnée  du  point  où  la  droite 

(3)  coupe  Taxe  des  y.  Il  s'ensuit  que  la  droite  (3)  coupe  la 

courbe  en  deux  points  B  et  G  dont  les  abscisses  sont  l'une 

« 

plas  grande^  l'autre  moindre  que  —  -,  Sachant  que  l'équa- 

tion  a  trois  racines  réelles,  on  pourra  les  calculer  par  les 
méthodes  exposées  en  algèbre. 


21 
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Éiude  de  quelquei  ecurb$$. 

I.  CisfloïDB  DB  Diociis.  Par  l'extrémité  B  du  diamètre  AB 
d'un  cercle^  on  mène  la  tangente  BG;  par  l'autre  extrénûké, 
on  mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le  cercle  en  h, 
et  la  tangente  BC  en  G;  ensuite  on  prend  sur  AG^  à  partir  do 
point  A  f  AM = GD.  Le  lieu  géométrique  du  point  M  est  une 
courbe  du  troisième  degré^  qu'on  nomme  cissoïde  de  Dioclès. 

IL  GoNGHoïDE.  Ëtant  donnée  une  droite  BG  et  un  point  A 
situé  à  une  distance  a  de  BG ,  on  mène  par  le  point  A  une 
sécante^  et  on  prend  sur  cette  sécante^  à  partir  du  point  P, 
où  elle  rencontre  BG^  des  longueurs  PM ,  PM'  égales  à  une 
longueur  donnée  6.  Le  lieu  des  points  M  et  M'  est  une  courbe 
du  quatrième  degré  connue  sous  le  nom  de  conchoïde.  La 
courbe  affecte  trois  formes  diflférentes  suivant  que  Ton  a  6>fl, 
6=: a  ou  6<o. 

m.  Ellipse  de  Cassini.  Gette  courbe  est  le  lieu  géométrique 
des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points  donnés 
est  constant.  En  désignant  par  ^  la  distance  des  deux  points 
donnés  et  par  6*  le  produit  donné,  la  courbe  présente  trois 
formes  très-différentes  suivant  que  Ton  a  6>a,  6=aou 
b  <a. 

IV.  Lemniscate  de  Bernoulli.  Gette  courbe  est  un  cas  par- 
ticulier de  la  précédente,  c'est  le  lieu  géométrique  àe$  points 
dont  le  produit  des  distances  h  deux  points  fixes  est  égal  su 
carré  de  la  demi-distance  de  ces  points  tixes.  La  lemniscate 
de  Bernoulli  est  aussi  le  lieu  des  pieds  dés  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  d'une  hyperbole  équilatèr^  sur  ses  ifP' 
gentes.  L'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  polairas 
est  p^  =  2o*cos2a). 
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V.  Cygloïde.  La  cycloïde  est  la  courbe  engendrée  par  un 
point  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite 
fixe,  Si  l'on  désigiio  par  a  le  rayon  du  carcle  mobile^  que  Ton 
prenne  pour  axe  des  x  la  droite  fixe,  et  pour  origine  le  point 
décrivant  lorsqu'il  est  situé  sur  la  droite  tixe;  que  Ton  dé- 
signe enfin  par  co  la  quantité  angulaire^  dont  le  cercle  a  tourné 
lorsque  le  point  décrivant  a  pour  coordonnées  a:  et  y  ^  on 
aura: 

X  =  a(co — sincù) ,      y  =a(l  —  cost»). 

VI.  Epictcloïde.  Cette  courbe  est  le  lieu  engendré  par  un 
point  d'une  circonférence  mobile ,  qui  roule  sans  glisser  sur 
une  autre  circonférence  fixe.  L'épicycioïde  est  dite  intérieure 
ou  extérieure^  suivant  qu'elle  est  située  à  l'intérieur  ou  à  l'ex- 
térieur du  cercle  fixe. 

Toute  épicycloide  intérieure  peut  être  engendrée  de  deux 
manières  ;  savoir  :  par  le  moyen  de  deux  cercles  roulant  in- 
térieurement dans  le  cercle  fixe  et  dont  les  rayons  sont  l'un 
plus  grand  et  l'autre  plus  petit  que  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  fixe.  Toutefois,  si  le  rayon  de  l'un  des  cercles  mobiles 
est  égal  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle  fixe ,  les  deux  cercles 
mobiles  deviennent  égaux  et  Tépicycloïde  est  une  ligne  droite. 

Toute  épicycloïde  extérieure  peut  être  engendrée  de  deux 
manières,  savoir:  par  le  mouvement  de  deux  cercles,  dont 
l'un  enveloppe  le  cercle  fixe ,  dont  l'autre  est  extérieur  au 

«firde  fixe. 

Les  coordonnées  rectangulaires  d'une  épicycloïde  quelcon- 
que s'expriment  très-aisément  en  fonction  de  l'angle,  que 
forme  avec  une  droite  fixe  la  droite  qui  joint  les  centres  du 
oerde  mobile  et  du  cercle  fixe.  L'épicycioïde  est  une  courbe 
algébrique,  toutes  les  fois  que  le  rayon  du  cercle  mobile  et  le 
rayon  du  cercle  fixe  sont  conmiensurables  entre  eux. 
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Courbet  d  eontiruire, 

I.  Construire  les  courbes  algétviques  r^résentinpKl 
équations  : 

(3x—ia)y*—'îb(x—a)y—x(x  —  a)*=0. 
S— i  +  c(ir— a}"= 

y*+x*— îajf'— 2fc«'î/=0. 

xy'+yj'— 1=0. 

y* — T* — a^.  (Démontrer  que  l'aire  de  cette  «nulwN 
moitié  de  celle  do  cercle  y*+s»->= 

U.  Construire  les  courbes  transcendantes  : 

III.  Construire  les  courbes  algébriques  représentées  par 
équations  : 

p*'  =  2a*'cosm(».(m  qaeleoDqne.] 
P=(i(14-tang2i»). 


'^     1— tangu)' 

p'+6p-2 

IV.  Construire  les  courbes  transcendantes  représentées  | 
les  équations  : 

"^"sinu' 

p=oe"'". 
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CHAPITRE    XI. 

INTERSECTION  DE  DEUX  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


1H]    NOMBRE  DE  CONmTIONS  NECESSAIRES   POUR   LA  DETERMINATION 


d'une  courbe  du  second  degré. 


'  S48.  L'équation  générale  du  second  degré  renferme  six 
ermes  ^  mais  le  coefScient  de  l'un  quelconque  de  ces  termes 
^ut  être  pris  égal  à  i ,  en  sorte  qu'il  ne  reste  en  réalité  que 
'inq  coefiScients  arbitraires  ;  on  peut  donc  établir  entre  ces 
coefficients  cinq  relations  ;  en  d'autres  termes^  on  peut  assujettir 
tue  courbe  du  second  degré  à  satisfaire  à  cinq  conditions. 

En  particulier,  une  courbe  du  second  degré  est  déterminée^ 
orsqu'elle  est  assujettie  à  passer  par  cinq  points  donnés, 
^pendant  ^  comme  on  pourrait  craindre  que  les  cinq  équa- 
ions  9  qui  déterminent  les  coefficients  de  l'équation  de  cette 
^urbe^  ne  fussent  dans  certains  cas  indéterminées  ou  incom- 
patibles^ il  est  important  d'examiner  la  question  dans  ses 
létails.  Nous  allons  démontrer  que  ces  cas  d'exception  ne 
peuvent  se  présenter  que  lorsque  quatre  des  points  donnés 
u>nt  en  ligne  droite. 

Soient  AyA'^ByB\U  les  cinq  points  donnés  par  lesquels  il 
à'agit  de  faire  passer  une  courbe  du  second  degré,  et  laissons 
de  côté  pour  un  moment  le  cas  où  trois  d'entre  eux  seraient 
en  ligne  droite  ;  on  peut  évidemment  supposer  que  les  droites 
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AA'  et  BB'  ne  sont  pas  parallèles,  puisqu'on  peut  changer  les 
points  les  uns  dans  les  autres  ;  désignons  donc  par  0  le  point 
de  rencontre  des  droites  AA',  BB'  et  prenons  ces  droites  pour 
axes  des  x  et  des  y,  La  courbe  demandée  ne  passant  pas  par 
l'origine,  le  terme  indépendant  des  variables  dans  l'équation 
de  cette  courbe  ne  peut  être  nul  ;  on  peut  donc  supposer  qu'on 
ait  tout  divisé  par  ce  terme  ^  et  l'équation  sera  : 

(4)      Aî/*4-Ba:y4-Ca;«  +  Dy+Ea?  +  l=0. 

Désignons  par  a  et  a'  les  abscisses  des  points  A  et  A',  par 
h  et  V  les  ordonnées  des  points  B  et  K,  enfin  par  2Kf  et  ^  les 
coordonnées  du  point  M;  si  Ton  fait  successivement  y =0, 
a?=:0  dans  l'équation  (1) ,  il  vient  : 

(2)  ûr»  +  Ea?  +  i=0, 

(3)  A»*  +  Dy  +  1=:0, 

les  racines  de  l'équation  (2)  sont  a  et  dy  celles  de  l'équation  (3) 
sont  6  et  6',  donc  les  quatre  coefficients  A>  C,  D,  E  sont  dé- 
terminés; on  a  : 

C-*         E--i±^        A-*         D-       *±^' 

^-5^'     ^-" — ^'     ^'W     ^- — ÏT' 

Il  ne  reste  donc  plus,  pour  déterminer  la  courbe  (1)^  qu'à 
exprimer  qu'elle  passe  par  le  point  M.  Gela  donne  : 

Aî/'*  +  Bxy  +  Ca?'*  +  Dy'+Ea:'  +  l=0, 

d'où  l'on  tire  une  valeur  finie  et  déterminée  pour  le  seul 
coefiicient  inconnu  B. 

Si  trois  des  cinq  points  donnés  A,  A'  et  M,  pur  exemplej 
sont  en  ligne  droite ,  il  est  clair  que  la  seule  courbe  du  se- 
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cond  degré,  passant  par  les  cinq  points^  est  celle  qui  est  for- 
mée des  droites  AA'  et  BB'.  Le  problème  est  encore  déter- 
miné, n  n'y  a  indétermination  que  si  quatre  des  points  donnés 
sont  en  ligne  droite»  Alors  on  satis&it  au  problème  >  en  pre- 
nant un  système  de  deux  droites  dont  l'une  passe  par  quatre 
des  points  donnés,  et  dont  Tautre  n'est  assujettie  qu'à  la  con- 
dition de  passer  par  le  cinquième  point.  Enfin  le  problème 
est  doublement  indéterminé  si  les  cinq  points  donnés  sont  en 
ligne  droite. 


CALCULER  LES  COORDONNiES  DES  POINTS  COMMUNS  A   DEUX  COURBES  DU 

SECOND  DEGRÉ. ÉTANT  DONNÉES  LES  ÉQUATIONS  DE  DEUX  COURBES 

DU  SECOND  DEGRÉ,  TROUVER  l'ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  COURBES 
DU  SECOND  DEGRÉ  QUI  PASSENT  PAR  LES  QUATRE  POINTS  d' INTER- 
SECTION DES  DEUX  PREMIERES.  DISPOSER  DE  l'iNDÉTERMINÉE  QUE 
RENFERME  CETTE  ÉQUATION  ,  DE  MANIERE  Qu'eLLE  PUISSE  SE  DÉ- 
COMPOSER EN  DEUX   FACTEURS  DU   PREMIER  DEGRÉ. 


249.  Soient 


(M=Aï' 

^  UM'=Ay 


les  équations  de  deux  courbes  du  second  degré.  L'équation 
(2),  M  +  XM'=0, 

où  X  est  une  indéterminée,  sera  Téquation  générale  des 
courbes  du  second  degré  qui  passent  par  les  quatre  points 
d'intersection  des  courbes  (1).  En  effet,  il  est  d'abord  évi- 
dent que  la  courbe  représentée  par  Téquation  (2)  passe  par 
les  points  communs  aux  courbes  (1);  en  second  lieu,  elle 
peut  représenter  toute  courbe  du  second  degré  qui  passerait 
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par  ces  quatre  points  et  par  un  cinquième  [afy  \())(^^ï 
cause  de  l'indéterraination  de  X^  on  peut  faire  en  sorte  que 
l'équation  (2)  soit  satisfaite  pour  x^=^x',y=^%f. 
La  condition  pour  que  l'équation  (â)  représente  deux  droites 
est  (no  99)  : 

(A+XA')(E+XE')>— (B+XB')(D+XD'){E+XE')+(C+XC')(D+My)» 
+  (F  +  XF')  [(B  +  XEO» — 4(A  +  XA')  (C  +  XC)] =0. 

Cette  équation  est  du  troisième  degrés  elle  a  donc  toujours 
une  racine  réelle.  Cette  racine  étant  connue ,  on  aura  aisé- 
ment les  équations  de  deux  droites  passant  par  les  points 
communs  aux  deux  courbes  (1).  La  recherche  de  ces  points 
communs  est  donc  ramenée  à  trouver  Fintersection  de  Tune 
de  ces  courbes  avec  chacune  des  deux  droites. 

Remarque.  Si  les  deux  courbes  se  coupent  en  quatre  points 
réels,  les  trois  racines  de  Téquation  en  X  seront  réelles.  On 
peut  effectivement  faire  passer^  par  quatre  points  donnés,  trois 
systèmes  de  deux  droites. 
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CHAPITRE   XII. 

DES  SECTIONS  CONIQUES  ET  CYLINDRIQUES. 


ÉTUDE  DES  SECTIONS  PLANES  DU  CÔNE  ET  DU  CYLINDRE  DROIT  A  BASE 

CIRCULAIRE. SECTION   ANTI-PARALLÊLE   DU   CÔNE  ET   DU   GTUNDRE 

OBLIQUE   A   BASE   CIRCULAIRE. 

Des  sections  planes  du  cône  droit. 

250.  On  nomme  cône  droit  la  surface  engendrée  par  une 
droite  qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe  en  passant  con- 
stamment par  un  même  point  de  celle-ci^  et  faisant  avec  elle 
un  angle  constant.  La  droite  fixe  est  dite  Vaxe  du  cône  ;  la 
droite  mobile,  considérée  dans  une  quelconque  de  ses  posi- 
tions, en  est  une  génératrice;  le  point  de  rencontre  de  la 
génératrice  et  de  l'axe  est  le  sommet  du  cône.  On  voit  que  le 
cône  droit  est  une  surface  illimitée;  le  sommet  partage  la 
génératrice  en  deux  parties  indéfinies  qui  engendrent  chacune 
une  nappe  de  la  surface. 

Tout  plan,  perpendiculaire  à  l'axe,  coupe  le  cône  suivant 
un  cercle;  tout  plan,  mené  par  le  sommet  et  par  deux 
points  de  la  surface  du  cône  coupe  cette  surface  suivant  un 
système  de  deux  droites,  qui  peut  être  considéré  comme  con- 
stituant une  ligne  du  second  ordre. 

Nous  allons  démontrer  généralement  que  toute  section 
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faite  dans  un  cône  droit  par  un  plan  est  une  courbe  du  se- 
cond degré.  Soient  S  (fig.  137) 
le  sommet  d'im  cône  droit 
donné,  HAH'  Tintersection  de 
ce  cône  par  un  plan  P;  me- 
nons, par  Taxe  ZZ',  un  plan 
perpendiculaire  à  celui  de  la 
section;  ce  plan  coupera  le 
plan  P  suivant  la  droite  A^  et 
le  cône  suivant  les  génératri- 
ces BB'  et  ce.  Nous  poserons 
SA=dy  SAx=ti,  B8Z=6; 
l'angle  €  est  compris  entre 
zéro  et  90°;  Tangle  a  est  com- 
flg.  187.  pris  entre  zéro  et  180°. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  Aj;  et  pour  axe  des  y  la 
droite  Ay ,  menée  perpendiculairement  à  celle-ci  dans  le  plan 
de  la  section.  Boit  MP  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  courbe; 
par  le  point  M ,  menons  un  plan  perpendictdaire  à  Taxe  du 
cône;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle  ayant  pour 
diamètre  EF  ;  en  «orte  qu'on  aura  : 


(i) 


MP  =iEPxPF. 


Le  triangle  AËP  donne  : 


EP 

X 


sma 

_      • 

cos6' 


en  second  lieu ,  si  Ton  tire  les  droites  Al  et  PK ,  respectite- 
nlent  parallèles  à  EF  et  BB',  il  vient  : 


PF  =  KI=Msin6— AK; 
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maift  le  triangle  PAR  donne  : 

AK  __  sin  (g  +  36) 

D'après  cela  réquation  (1)  peut  s'écrire  ; 
ii%\        «      ârfsinasinê         sin  a  sin  (a  +  26)   , 

(a)       11'  £=:  ■'  " ■  ■'■■    X  —  ■  ■■    \'^   "'■■■■fl?*  ; 

^   '  COSb  COS'o 

oe  qui  montre  que  les  sections  planes  d'un  cône  droit  sont 
des  courbes  du  second  degré. 

L'équation  (2)  représente  une  ellipse^  une  hyperbole  ou 
une  parabole  9  suivant  que  oe  +  Sê  est  inférieur ,  égal  ou  su* 
p^eur  à  idO"".  Dans  tous  les  cas  la  droite  kx  est  Taxe  focal 
de  la  courbe. 

981.  Examinons  maintenant  si  une  courbe  du  second  de* 
gré  donnée  peut  être  placée  sur  un  cône  droit  donné.  On  a 
vu  que  toutes  les  courbes  du  second  degré  peuvent  être  re- 
présentées par  ^équation 

(3)  ^y^  =  ipx  +  qx^  \ 

xeiy  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  et  Tabscisse 
X  étant  comptée  sur  Taxe  focal.  Cette  équation  a  la  même 
forme  que  Téquation  (2)  et,  pour  qu'elle  représente  la  même 
courbe  que  celle-ci,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait: 

d  sin  g  sin  6  sinasin(a  +  il6) 

^  '  COSb  '^^  ^  '  cos*6  ^ 

n  s'agit  de  savoir  si  Ton  peut  tirer  pour  d  et  a  des  valeurs 
réelles  en  supposant  que  p,  g  et  6  soient  des  quantités 
données.  L'équation  (5)  détermine  a;  et  si  on  en  tire  une 
valeur  réelle,  on  aura  aussi  une  valeur  réelle  de  d  par  le 
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moyen  de  l'équation  (4).  Il  suffit  donc  que  l'équation  (5)  donne 

pour  a  une  valeur  réelle.  En  remplaçant  sin  a  sin  (a  -f  26) 

COS26— cos(2a  +  26)       ^    .      ^.       ,    .    ^ 
par  ^ — ' — '  y  cette  équation  devient  : 

(6)         cos(2a  +  26)=2(g  +  l)cos«6— i. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  parabole  ou  une  ellipse^ 
q  est  nul  ou  négatif,  et,  dans  ce  dernier  cas,  sa  valeur 
absolue  est  inférieure  à  1  ;  donc  cos  (2a  -f  2ê)  est  compris 
entre — 1  et  4"^  ^t?  par  suite,  a  est  réel. 

Donc  on  peut  toujours  couper  un  cône  droit  donné  suivant 
une  parabole  ou  une  ellipse  donnée. 

Quand  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole^  q  est  positif. 
Si,  alors,  2(5f+i)cos'6 — 1  est  négatif,  cos(2a  +  26)  est 
compris  entre  0  et  —  1,  et,  par  suite ^  a  est  réel.  Mais 
si  2(g4"*)cos'6 — i  est  positif,  il  faut  cpie  Ton  ait: 

2(g4-i)cos«6  — i  <i,      ou      2(î  +  l)cos«6— 1=1, 

pour  qu'on  puisse  avoir  une  valeur  réelle  de  a;  on  déduit 

de  là: 

1 

cos*6<    ou    = — :— -. 

q  +  i 

Si  Ton  désigne  par  2a  et  26  les  axes  de  Thyperbole  donoée 

et  que  Ton  fasse,  à  l'ordinaire,  c*=a*+  6'  ;  on  a  g  =  —  ,  et     ,j 

a 

la  condition  précédente  devient  : 


d'où  Ton  tire  : 


cos*b<    ou    =-5, 


cos  6  <     ou    =  -. 

c 
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On  GODdut  de  là  ce  théorème  :  pour  fti'on  puisie  couper  un 
c&ne  droit  dotmé  tuivtmt  une  hyperbole  dotmée ,  il  faut  et 
it  tuffit  que  l'angle  du  cône  mit  tupérieur  ou  au  moins  égal 
à  l'angle  de»  aiymptotes  de  l'hyperbole. 

Les  courbes  du  second  degré  pouvant  toujours  être  placées 
sur  la  surface  d'un  cAae  droit,  on  a  donué  à  ces  courbes  le 
nom  de  sectùmg  eoniquet,  et  on  les  désigne  aussi  par  la  simple 
dénomination  de  conique». 

Étude  géométrique  de»  gections  plane»  du  «Ine  droit. 


fl5il.  Ou  peut,  par  de  simples  considérations  géométri- 
ques, établir  une  propriété  générale  commune  aux  sections 
coniques  et  qui  suffit  pour  établir  leur  identité  avec  les  cour- 
bes du  second  degré. 
Menons  par  l'axe  SZ  du  cdne  (%.  438)  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  de  la 
section  considérée.  Ce 
plan  coupera  le  cdne 
suivant  deux  généra- 
tnces  SV  et  8V.  Quant 
au  plan  de  la  section , 
il  coupera  le  plan  VSV 
suivant  une  droite  A^ 
et  le  cône  suivant  une 
courbe  telle  que  AM. 
Cela  posé,  construisons 
un  cercle  tangent  en 
B.  G  et  F  aux  génératiices  SV,  SV  et  à  la  droite  Ax;  si 
fin  conçoit  que  la  génératrice  SV  tourne  autour  de  l'axe 
pour  engendrer  le  cône,  le  cercle  CBF  engendrera  one 
^lère  insmte  dans  le  cône  et  tangente  au  plan  MAa;;  en 
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effet,  le  rayon  OF,  étant  situé  dans  le  plan  VSV  et  étant 
,  perpendiculaire  à  A(r^  est  par  suite  perpendiculaire  au  plan 
KAx'y  il  suit  de  là  que  toute  droite  me^éei  par  le  point  F, 
dans  le  plan  MAx,  est  tangente  à  la  sphère.  Dans  le  mouye* 
ment  de  la  génératrice  SV  autour  de  Taxe,  le  poiQt  B  décrit 
un  cercle  dont  le  plan  BNC  est  perpendiculaire  à  VST;  par 
conséquent  le  plan  VSV  est  perpendiculaire  à  Vintersection 
des  plans  BNC  et  MAx,  On  aura  évidemment  cette  interseo- 
lion  9  en  prolongeant  Ax  jusqu'à  sa  rencontre  en  H  avecBG 
et  menant,  par  le  point  H ^  By  perpendiculaire  au  plan  YSV. 
Soit  maintenant  M  un  point  quelconque  de  la  section  co- 
nique AM;  menons,  par  ce  points  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  :  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  le  cercle  DMË ,  le 
plan  VSV  suivant  DE  et  le  plan  de  la  courbe  suivant  MP. 
Cette  droite  MP^  intersection  de  deux  plans  perpendiculaires 
à  VSV,  sera  elle-même  perpendiculaire  à  VSV  ;  par  suite,  elle 
sera  parallèle  à  Hy.  Donc  5  si  par  le  point  M  on  mène  MK 
parallèle  à  PH ,  cette  droite  rencontrera  Hy  en  un  point  K  et, 
dans  le  parallélogramme  MPHK ,  on  aura  : 

(1)  MK  =  PH. 

Si  Ton  joint  MS,  cette  droite  sera  tangente  à  la  sphère  en  un 
point  N;  or  la  droite  MF  Test  aussi;  donc  MF  et  MN  sont 
égales^  comme  tangentes  à  une  sphère^  issues  d'un  même 
point  ;  d'ailleurs  il  est  évident  que  MN  est  égale  à  BD ,  on  a 
donc: 

(2)'  MF  =  BD. 

Des  égalités  (i)  et  (i),  on  déduit  : 

MF  _BD 
MK~"PH' 


DES  SECTIONS  CONIQUES  ET  CYLINDRIQUES.  835 

mais ,  à  cause  des  parallèles  BG  et  DE ,  on  a  ^ïi  =  -ttî  .  Donc 

M[_  AB 
MK"^AH' 

Donc  :  dam  totUe  section  caniquej  autre  que  celle»  qui  passent 
par  l'axe  ou  sont  perpendiculaires  à  Vaxe^  le  rapport  des 
distances  d'un  point  de  la  courbe  ù  un  point  fixe  et  d  une 
droite  fixe  est  constant. 

Si  Ton  désigne  par  a  Tangle  générateur  du  cône,  par  i 
l'inclinaison  du  plan  de  la  section  sur  l'axe  ^  le  triangle  ABH 
donnera  : 

AB       sinAHB       cosi 


Donc 


AH      sinHBA       cosa 

MF cost 

MK      cos  a  * 


Ce  qui  précède  suffit  pour  établir  que  :    • 

l*"  Le»  »ections  planes  du  cône  droit  sont  des  courbes  du 
second  degré; 

2°  Une  courbe  du  second  degré  donnée  peut  toujours  être 
placée  sur  un  cône  droit  donnée  à  moin»  que  V angle  des 
asymptotes  de  la  courbe ^  si  celle-ci  est  une  hyperbole  y  ne  soit 
plus  grand  que  l'angle  du  cône; 

Propositions  que  nous  avons  établies  par  le  calcul  aux 
n«»  250  et  251. 

Des  sections  planes  du  cylindre  droit. 

S53.  On  nomme  cylindre  droit  la  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à  un  axe  fixe^  en 
restant  constamment  à  la  même  distance  de  cet  axe.  H 
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résulte  de  cette  définition  que  tout  plan  perpendiculaire  à 
Taxe  coupe  la  surface  suivant  un  cercle ,  et  que  tout  plan 
mené  parallèlement  à  l'axe  la  coupe  suivant  deux  généra- 
trices. Le  cylindre  est  un  cas  particulier  du  cône;  c'est  réelle- 
ment un  c^ne  dont  le  sommet  est  à  l'infini.  Aussi  la  méthode, 
que  nous  avons  employée  pour  étudier  les  sections  coni- 
ques, s'applique-t-elle  textuellement^  comme  on  va  le  voir, 
aux  sections  cylindriques. 
Nous  allons  démontrer  que  toute  section  faite  dans  un  cy- 
lindre droite  par  un  plan  non 
parallèle  à  l'axe,  est  une  ellipse. 
Soit  HAH'  (fig.  139)  la  section 
faite  dans  le  cylindre;  menons 
par  l'axe  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  section^  qui 
coupe  celui-ci  suivant  la  droite 
Aj?  et  le  cylindre  suivant  les 
génératrices  BB',  GC.  Nous  dé- 
signerons par  a  l'angle  B' Ax;  cet 
u    jgg  angle  est  compris  entre  zéro 

et  180°. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  kx  et  pour  axe  des  y  la 
droite  Ay,  menée  perpendiculairement  à  kx  dans  le  plan  de 
la  section.  Soit  MP  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  courbe^ 
par  le  point  M  menons  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du 
cylindre  ;  ce  plan  coupera  le  cylindre  suivant  un  cercle,  ayant 
pour  diamètre  EF ,  et  on  aura  : 


(i) 


MP  =EPXPF; 


le  triangle  AEP  donne  : 


EP  =  a?  sin  a , 
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et,  en  désignant  EF  par  2r ,  on  a  : 

PF  =  2r— a?sina. 

D'après  cela ,  FéquatioA  (1)  peut  s'écrire  : 
(2)    y'=a:sina(2r— jîsina)  ou  y*=2rj?sina— j?'sin'a. 

Cette  équation  représente  une  ellipse  dont  kx  est  Taxe  focal  ; 
en  désignant  par  2a  le  grand  axe  et  par  par  26  le  petit  axe  y 
on  a  : 

—  =rsina        et       -T-=sin'a, 
a  a'  ' 


d'où 


r 
bz=:r        et       a  =  --r 


sma 


11  suit  de  là  que  :  les  sections  planes  d'un  cylindre  droU 
sont  des  ellipses,  ayant  pour  petit  axe  le  diamètre  de  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  (qu'on  nomme  ordinairement  le  dia- 
mètre du  cylindre).  Il  résulte  encore  de  là  que  :  on  peut 
placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cylindre  droit  donné ,  lors 
que  le  petit  axe  de  t ellipse  est  égal  au  diamètre  du  cylindre. 

Section  anti-parallèle. 

854.  On  nomme  cône  oblique  à  base  circulaire  la  surface 
engendrée  par  une  droite  mobile ,  assujettie  à  passer  par  un 
point  donné  et  à  s'appuyer  sur  une  circonférence  donnée.  Le 
point  donné  est  le  sommet  du  cône  et  la  circonférence  donnée 

22 
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est  la  base.  On  voit  que  le  cône  droit  est  un  cas  particulier 
du  cône  à  base  circulaire. 

On  peut  démontrer  aisément ,  par  une  marche  analogue  à 
celle  que  nous  avons  suivie ,  que  les  sections  planes  du  cône 
oblique  à  base  circulaire  sont  des  coufbes  du  second  degré. 
Mais  nous  nous  bornerons  ici  à  établir  qu'il  existe  un  sys- 
tème de  sections  circulaires  autres  que  celles  qui  sont  paial- 
lèles  à  la  base. 
Soient  S  le  sommet  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire; 

AB  la  base  (fig.  140); 
joignons  le  sommet  au 
centre  G  de  la  base,  et, 
par  la  droite  SO,  me- 
nons un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  de  la 
base,  qui  coupe  celui-ci 
suivant  la  droite  AB  et 
le  cône  suivant  les  gé- 
nératrices SA,  SB.  Soit 
IMR  la  section  faite  par 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  ASB.  Menons  Tordonnée  MP 
d'un  point  M  de  la  section  et,  par  le  même  point  M,  un 
plan  parallèle  à  la  base  du  cône  ^  l'intersection  de  ce  dernier 
plan  et  du  cône  sera  un  cercle  ayant  pour  diamètre  EF,  de 
sorte  qu'on  aura  : 


fig.  140. 


(1) 


MP  =EPxPF. 


Si  U  section  IMK  est  aussi  un  cercle,  on  aura  : 


(«) 


MP  =  IP  X  PK , 
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et^  par  suite  ^ 

EPxPF  =  IPxPK; 
tfoù: 

PK'^PF* 

Les  tnangies  EKP,  PPK  «ont  donc  semblables  ;  d'où  il  suit  que 
l'angle  SIR  est  égal  à  SFE  ou  à  SBA;  réciproquement^  si 
cette  condition  est  remplie,  Téquation  (2)  a  lieu,  et,  par 
suite 9  la  section  est  un  cercle.  Le  plan  perpendiculaire  à  la 
base  d'un  cône  à  base  circulaire,  mené  par  le  centre  de  cette 
base  et  par  le  sommet,  est  dit  plan  principal. 

Op  nomme  section  anti-parallèle  du  cône  oblique  celle  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  principal,  et  qui,  sans 
être  parallèle  à  la  base,  fait  les  mêmes  angles  que  le  plan 
de  cette  base  avec  les  génératrices  contenues  dans  le  plan 
principaL 

855.  On  nomme  cylindre  obliqtie  à  base  circulaire  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  assujettie  à  se  mouvoir  paral- 
lèlement à  une  droite  donnée  et  à  s'appuyer  constamment 
sur  une  circonférence  donnée ,  qu'on  nomme  la  base  du  cy- 
lindre. La  droite  mobile  est  la  génératrice  du  cylindre.  Cette 
surface  se  réduit  à  un  cylindre  droit,  lorsque  la  génératrice 
est  perpendiculaire  à  la  base. 

Le  plan,  perpendiculaire  à  la  base  d'un  •  cylindre  à  base 
circulaire,  mené  par  le  centre  parallèlement  aux  généra- 
trices ,  est  dit  plan  principaL 

On  nomme  section  anti-parallèle  du  cylindre  oblique  celle 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  principal,  et  qui, 
sans  être  parallèle  à  la  base,  fait  les  mêmes  angles  que  le 
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plan  de  cette  base  avec  les  génératrices  contenues  dans  le 
plan  principal. 

Le  cylindre  oblique  est  un  cas  particulier  du  cône  oblique; 
il  s'en  déduit  en  supposant  que  le  sommet  de  celui-ci  s'éloi- 
gne à  l'infini^  en  restant  toujours  sur  la  même  génératrice. 
Cette  considération  permet  d'établir  immédiatement  que  la 
section  anti-parallèle  du  cylindre  oblique  est  un  cercle,  ce 
qu'on  pourrait^  au  surplus^  démontrer  directement  en  sui- 
vant la  marche  employée  au  n""  254. 
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A  lA  fiioifna  ANALTnwn  a  kdi  DinNSitN& 


DU  PÔLE  ET  DE  LA  POLAIRE  D'CN  POINT  PAR  RAPPORT  A  UNE  CONIQUE. 


.  Soit 
(1)  Aî/«  +  B«y  +  C««+Dy  +  Erp  +  F=0, 

nne  éqaation  quelconque  du  second  degré;  les  dériyées  du  premier  mem- 
bre par  rapport  à  s  et  par  rapport  à  y  sont  :  By+20+E ,  2Ay+Bff+D. 
Soient  oc',  \f  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du  plan  de  la  coni« 
que  représentée  par  Téquation  (1)  ;  Téquation  du  premier  degré 

(2)      (2Ay'+  B!r'+  D)y+  (By'+  2C«'+  E)» + 1^+  E»'+  2F=0 , 

représentera  une  droite  D  qui  est  dite  la  polatre  du  point  M  par  rap- 
port à  la  courbe.  Réciproquement  le  point  M  est  dit  le  pôle  de  la  droite 
D.  Il  est  important  de  remarquer  que  si  le  point  (x',  yf)  est  sur  la 
courbe  (1),  Téquation  (2)  est  celle  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (n*  120); 
d'où  il  suit  que  la  polaire  d^un  point  de  la  courbe  n'est  autre  chose  que 
la  tangente  en  ce  point.  On  toit  que  l'équation  de  la  polaire  de  l'origine 
des  coordonnées  est  simplement  : 

Dy  +  E«  +  2F=0. 

jt&7.  Toutes  les  propriétés  des  pôles  et  polaires  découlent  immédia- 
tement d'un  seul  principe ,  que  l'on  peut  énoncer  de  l'une  des  deux  ma- 
nières suivantes  : 

Étant  donnés  deux  points  M  et  M',  si  la  polaire  de  M ,  par  rapport  à 
une  conique ,  passe  par  W,  réciproquement ,  la  polaire  de  M'  passera 
par  M  ;  ou ,  étant  données  deux  droites  D  et  b\  si  le  pôle  de  D  est  sur  W, 
réciproquevMnt  le  pôle  de  If  sera  sur  D. 
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Gê  priDdpe  résulte  ée  ce  que  Féqnation  {%)  ne  disag»  pu  qmA  m 
change  s  et  y  en  oc'  et  y'  et  réciproquement;  en  d'autres  termes,  si  l'on 
représente ,  pour  abréger,  Téquation  (2)  par 

on  aura  l'identité  : 

Gela  posé,  soient  les  deux  points  M (a^,  y'),  M'(»",  y");  les  polaires  D 
et  D'  de  ces  points  auront  pour  équations  : 

Or  si  le  point  M'  est  sur  D,  on  a  l'identité  : 

r(«",  y",  a^,  !/*)=<), 
qu'on  peut  écrire  aussi  : 

elle  exprime  alors  que  le  point  M  est  sur  ly, 

mn.  Ce  qui  précède  permet  de  traduire  géométriquement  la  défini- 
tion analytique  que  nous  avons  donnée  de  la  polaire  d\in  poîAt. 

Soit  M  un  point  extérieur  à  une  conique;  menons,  par  ce  point,  deai 
tangents  à  la  eonrbe ,  désignons  par  A  et  B  les  points  de  contaet  et 
tirons  AB  ;  je  dis  que  AB  est  la  polaire  du  poAnt  H;  en  eftnd ,  le  point  1 
est  sur  la  droite  MA  qui  est  la  polaire  du  point  A ,  donc  la  polaire  du 
point  M  passe  par  le  point  A  ;  le  même  raisonnement  prouve  qu'elle 
passe  par  le  point  B  ;  c'est  donc  la  droite  AB.  11  résulte  de  là  que  : 

La  polaire  d^un  point  extérieur  à  une  conique  ^  par  rappùrt  à  cette 
courbe  f  est  la  ligne  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangenHs  menées 
à  la  conique  par  le  point. 

Mais  on  peut  comprendre  dans  une  même  définition  le  cas  du  point 
Intérieur  et  celui  du  point  extérieur.  Soit  M  un  point  quelconque  inté* 
rieur  ou  extérieur  à  une  conique  ;  menons  par  ce  point  M  une  sécante 
quelconque  qui  coupe  la  courbe  en  A  et  B  ;  enàn ,  par  les  points  A  et  B 
menons  à  la  courbe  des  tangentes  qui  se  coupent  en  P.  D'après  ce  qu'on 
a  vu  plus  haut ,  AB  est  la  polaire  du  point  P ,  d'ailleurs  elle  passe  par  le 
point  M,  donc  la  polaire  du  point  M  passe  par  le  point  P;  il  résulte  de 
là  que  : 

La  polaire  d*un  point  quelconque  M  par  rapport  à  une  coni^w  est  le 
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géométrique  des  iommeU  des  angUs  Hreonsçrits  à  la  conique  et  dont 
or  des  de  contact  avec  cette  conique  passent  par  le  point  M. 
marqtte.  Il  est  évident  que  cette  déftnition  embrasse  piâme  le  cas 
\  point  M  est  sur  la  conique  elle-même» 

proposition  précédente  fournit  un  moyen  de  trouyer  la  polaire  d'an 
t  donné  par  rapport  à  une  conique;  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  permet 
i  de  trouver  le  pôle  d'une  droite  donnée.  Efifectivement,  si  par  un 
t  de  la  droite  donnée  on  mène  deux  tangentes  à  la  conique,  la 
:e  qui  joindra  les  points  de  contact  passera  par  le  pôle  cherché.  En 
ant  de  même  pour  un  second  point  de  la  droite  donnée,  on  aura 
seconde  corde  de  contact  qui,  par  son  intersection  avec  la  pre- 
e ,  déterminera  le  pôle. 

jt&9.  Si ,  par  un  point  P 
quelconque  (fig.  141  )  situé  dans 
le  plan  d'une  conique,  on  mène 
deux  sécantes  qui  rencontrent 
la  conique,  la, première  en  A 
et  A\  la  seconde  en  B  et  B'; 
que  Von  joigne  AB  et  A'B'  qui 
se  coupent  en  N,  AB'  et  BA' 
qui  se  coupent  en  M,  la  ligne 
MN  sera  la  polaire  du  point  P. 
En  effet ,  prenons  pour  axe 
des  X  la  sécante  PAA'  et  pour 
axe  des  y  la  sécante  PBB'  ;  dé- 
signons en  outre  par  a  et  «' 
les  abscisses  des  points  A  etA', 
par  l)  et  l»'  les  ordonnées  des 
points  B  et  B'.  Les  équations 
g    ^^j  des  droites  AB  et  A'B'  seront  : 


(1) 


X      v 


B8  des  droites  kW  et  BA'  seront  : 


(2) 


X      u  ^      V 


Si  aisé  de  voir,  d'après  cela,  que  la  droite  MN  a  pour  équation  : 
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En  effet ,  Téquation  (3)  est  obtenue  en  ajoutant  membre  à  membre,  soit 
les  équations  (1),  soit  les  équations  (2);  la  droite  .qu'elle  représente  passe 
donc  par  le  point  de  rencontre  des  droites  (1)  et  par  le  point  de  ren- 
contre des  droites  (2).  Gela  posé,  soit 

Ay«  +  Ba?y-hC«*  +  Dy  +  E«  +  F=0 

réquation  de  la  conique  donnée;  en  y  faisant  suooessiyement  y=0 
et  «=0,  il  vient  : 

Ca^-hE»+F=0,       Ay«  +  Dy  +  F  =  0; 

les  racines  de  la  première  de  ces  équations  sont  a  et  a%  les  racines  de  la 
seconde  sont  &  et  &'  ;  oh  a  donc  : 

E  F  1      1  E 

"  +  "--0'  **-€'    *■""    5+?=-F' 

6  +  b'  =  _J,    W  =  l;      d'où     -;  +  J-  =  -£. 

D'après  cela  Féquation  (3)  peut  s'écrire  : 

Dy  +  E»  -h  2F  =  0. 

€ette  équation  représente  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à  la  c(h 
nique;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  Ce  théorème  permet  de  construire,  au  moyen  de  la  règle 
seulement,  les  tangentes  à  une  conique  par  un  point  extérieur  donné; 
en  effet,  on  aura  immédiatement,  par  ce  qui  précède,  la  polaire  du  point 
donné  ;  les  points  où  cette  polaire  rencontrera  la  courbe  seront  les  points 
de  contact  des  tangentes  demandées. 

/SOO.  Si  un  qtiadrilatère  ABB'A'  (fig.  141)  est  inscrit  dam  une  co- 
nique^ la  ligne  MN,  qui  joint  le  point  de  rencontre  des  diagonales  avec 
le  point  de  rencontre  de  deux  côtés  opposés  AB,  A'B',  passe  par  les  pàUs 
des  deux  côtés  opposés  KM  et  BB'. 

En  effet,  d'après  le  théorème  précédent ,  la  ligne  MN  est  la  polaire  du 
point  P  ;  mais  le  point  P  est  situé  sur  les  droites  AA'  et  BB',  donc  la  droite 
MN  passe  par  leS  pôles  de  AA'  et  BB'. 

Corollaire.  Ce  théorème  permet  de  mener  une  tangente  à  une  conique 
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au  moyen  de  la  règle  seulement,  par  un  point  donné  sur  la  conique.  Sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  mener  la  tangente  en  B  ;  on  mènera  une  corde 
quelconque  BB',  puis  deux  autres  cordes  quelconquesAA,  B^';  joignant 
ensuite  BA'  et  B'A ,  puis  MN ,  on  aura  une  droite  passant  par  le  pôle  de 
BB'  ;  on  construira  de  la  même  manière  une  seconde  droite  qui ,  par  son 
intersection  avec  la  première,  donnera  le  pôle  de  BB';  joignant  ensuite 
ce  pôle  au  point  B,  on  aura  la  tangente  demandée. 

!Mt.  Pour  mieux  étudier  les  positions  respectives  du  pôle  et  de  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique ,  nous  examinerons  succes- 
sivement les  trois  cas  que  présentent  ces  courbes. 

Elupse.  Soient  P  un  point  et  HH'  sa  polaire  par  rapport  à  une  ellipse  ; 
prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  P  et  pour  axe 
des  y  le  conjugué;  on  aura ,  pour  ce  point  P  : 

xzzzx',       y  =  0, 
et  pour  Vellipse  : 

enfin  l'équation  de  la  ligne  HH'  sera: 

050/  =  a'; 

cette  droite  est  donc  parallèle  à  l'axe  des  y.  Le  point  Q  où  elle  coupe 
Taxe  des  x  est  situé  du  même  côté  du  centre  0  que  le  point  P  ;  on  a  en 
outre  : 

OPXOQ  =  a«. 

Deux  points  P  et  Q ,  situés  sur  un  même  diamètre  de  l'ellipse ,  d'un 
même  côté  du  centre  et  qui  sont  tels  que  la  précédente  équation  ait  lieu , 
sont  dits  points  conjugués;  la  polaire  de  chacun  d'eux  passe  par  l'autre, 
et  les  deux  polaires  sont  parallèles  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui 
passe  par  les  deux  points. 

Hyperbole.  Soit  P  un  point  quelconque  et  HH'  sa  polaire  par  rapport 
à  une  hyperbole;  prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par  le 
point  P  et  pour  axe  des  y  le  conjugué.  On  aura  pour  le  point  P  : 

aj=a^,       y=0; 

et ,  si  l'axe  des  x  est  transverse,  l'équation  de  l'hyperbole  sera  : 

a*y«  —  ?>«a;»  =  —  a*6*  ; 
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enfin  l'équation  de  HH'  sera  : 

Le  point  Q ,  où  cette  droite  coupe  l'axe  des  x ,  est  situé  du  même  côté  do 
centre  0  que  le  point  P,  et  on  a  comme  dans  Tellipse  : 

0PX0Q=o». 

Mais  si  Taxe  des  x  est  un  diamètre  non  transTerse  de  ^JI^Berbole,  Péqua- 
tion  de  cette  courbe  est  :  K- 

et  celle  de  HH'  est  : 

ici  le  centre  0  est  situé  entre  le  point  P  et  le  point  Q  où  Hfi'  eoopt  rm 
des  a;  ;  on  a  comme  précédemment  : 

0PX0Q  =  a*. 

Dans  les  deux  cas ,  les  points  P  et  Q  sont  des  points  conjugués. 

Parabole.  Soit  P  un  point  et  HH'  sa  polaire  par  rapport  à  une  paral)ole; 
prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  P,  pour  ue 
des  y  la  tangente  à  Textrémité  de  ce  diamètre,  on  aura,  pour  le  point  P 


pour  la  parabole  : 


et  pour  HH'  : 


x  =  x',       t/  =  Oî 


y*=2îM?, 


aJ-|-fl5'=^0; 


ce  qui  montre  que  HH'  est  parallèle  à  Taxe  des  y,  et  si  Q  est  le  point  où 
elle  coupe  Taxe  des  a;,  on  aura  : 

0P  =  0Q. 

Les  points  P  et  Q  sont  encore  des  points  conjugués.  Il  est  aisé  de  voir,  par 
ce  qui  précède,  que  la  polaire  d*un  foyer  d'une  conique  quelconque  est  la 
directrice  qui  correspond  à  ce  foyer. 

SOS.  Il  est  aisé  de  démontrer  que  toute  corde  (Tune  conique  ^  menée 
par  un  point  quelconque  P,  est  divisée  par  ce  point  P  et  par  sa  pokiff 
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^ties  proportionnelles.  Nous  engageen»  1^  MHpr  à  chercher  ta  aé- 
ration de  ce  théorème. 


HEXAGONE  DE  PASCAL. 

I.  Lemms.  Si  troU  coniques  ont  une  corde  commune  A  A' ,  les  trois 
6B',  O^jÊÊÊftommunes  à  ces  courbes^  prises  deux  à  deux,  passent 

^^^^  I^HhE^^^  potnf. 

ions  poS?m^es  x  la  corde  commune  et  ponr  axe  des  y  une  droite 
oque  qui  pourtant  ne  passe  pas  par  Tune  des  extrémités  de  la 
^mmune;,  l'équation  de  Tune  des  coniques  sera  : 

Ai/«-}-BflPî/4-CiF«  +  Dy  +  Ea;+l=0, 

terme  indépendant  des  variables  n'étant  pas  nul  par  hypothèse ,  on 
Iviser  toute  Téquation  par  ce  terme.  En  faisant  y=0,  il  vient  : 

Ca;«4-Ea;  +  1=0, 

m  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  extrémités  de  la  corde  com- 
aux  trois  coniques.  Il  s'en  suit  que  dans  les  équations  de  ces  trois 
s ,  les  termes  en  x*  et  en  x  ont  respex;tivement  le  même  coefficient. 
)nc 

Ay^  +  Bapy  +  Co^  +  Dy-f  E«+l—0, 
AV  +  B'aPv4-Gfl5«  +  D'y  +  E»+l=0, 

AV+  B"«y+  Ca^  +  D"y4-  EiF4- 1  =0, 

allons  des  trois  coniques.  En  retranchant  les  deux  prémices  Tane 
tre ,  il  vient  : 

(A-.AV  +  (B-B>y  +  (D-.D0y  =  O, 

décompose  en  deux  autres,  savoir  : 

y=0,       (A— AOy  +  (B  — B>  +  D  — D'  =  0. 

oites  représentées  par  ces  équations  passent  par  les  quatre  points 
lins  aux  deux  premières  coniques;  la  première  y =0  comprend  les 
)oints  situés  sur  l'axe  des  x ,  l'autre  est  relative  aux  deux  autres 
.  Si  donc  on  désigne,  pour  abréger,  par  P,  P',  P"  les  premiers  membres 
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des  équations  des  trolB  coniques,  les  trois  cordes  communes,  qae  nom 
GODfidérons,  auront  pour  équations  : 

P p'  p p"  p*  ^  p»'  "   ' 

=  0,       =  0,       ==0. 


Il  est  évident  que  ces  trois  droites  se  coupent  en  un  même  point 

!MIA.  Théorème.  Dans  tout  hexagone  tnsorît  à  une  conique^  ^iff^^ 
de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  lign$^értrite,  > 

Soient  ABGDEF  un  hexagone  inscrit  damiuie  c<>ÉÉrC  (flg*  142);  ti- 
rons la  diagonale  AD;  prolongeons  les  côtés  AB,  DEJHe  coupait  en  I; 


fig.  142. 

BC,  EF  qui  se  coupent  en  K  ;  CD,  AF  qui  se  coupent  en  H,  et  joignons  IH  ; 
je  dis  que  la  droite  IH  passe  par  le  point  K  En  effet  la  conique  G,  ta 
conique  formée  des  droites  AB,  CD  et  celle  qui  est  formée  des  droites 
AF,  DE  ont  une  corde  commune  AD ,  d'ailleurs  les  trois  cordes  com- 
munes à  ces  coniques  deux  à  deux  sont  BG,  EF  et  IH  ;  les  deux  pre- 
mières se  coupent  en  K  ;  donc,  d*après  le  théorème  précédent ^  la  droite 
IH  passera  par  le  point  K. 

Corollaire.  Le  théorème  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  si  l'un  des  côtés  de 
rhexagone  se  réduit  à  zéro ,  auquel  cas  la  direction  de  ce  côté  est  celle 
d'une  tangente  à  la  conique.  Il  résulte  de  là  que  :  si  les  côtés  d'un  penta- 
gone inscrit  dans  une  conique  sont  numérotés  1,2,  3 ,  4,5,  le  point 
de  concours  des  côtés  2  et  A,  celui  des  côtés  ^  et  S  et  celui  du  côté  1  avec 
la  tangente  au  sommet  opposé  seront  tous  trois  en  ligne  droite, 

!M5.  On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  le  théorème  suivant  dû 
à  M.  Brianchon  : 

Les  trois  diagonales,  qui  joignent  les  sommets  opposés  d*tin  heseagw^ 
circonscrit  à  une  conique,  passent  par  un  même  point. 
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En  effet,  soit  un  hexagone  circonscrit  à  une  conique;  si  Ton  joint  les 
^into  de  contact  de  ses  côtés  avec  la  courbe ,  on  formera  un  hexagcme 
i^lUcrit.  D'après  le  théorème  de  Pascal ,  les  points  de  rencontre  des  côtés 
Qlposés  de  cet  hexagone  inscrit  sont  en  ligne  droite  ;  donc  les  polaires  de 
ces  trois  points  passent  par  un  même  point.  Biais  ces  polaires  sont  pré- 
cisément les  lignes  qui  joignent  les  sommets  opposés  de  l'hexagone  cir- 
eHi8eii)%jJie  théorème  est  donc  démontré. 

IUmM|^.  Ce  théorème  continue  d'avoir  lieu  si  un^|^iisieurs  des 
angles  de  rhexagoOjB  se  réduisent  à  deux  droits.  Ce4te  fHHiration  cou- 
dait à  quelques  rÉHiarques  curieuses,  que  le  lecteur  ifêl^bément  lui- 
même  et  que  nous  nous  dispenserons  de  développer  ici. 

BU  NOMBRE  DE  CONDITIONS  NÉCESSAIIIES   POUR  LA  DÉTERMINATION  D'UNE 

COURBE  D*UNE  ESPÈCE  DONNÉE. 

!M^  On  nomme  généralement  paramètres  d'une  courbe,  d'une  espèce 
donnée,  les  longueurs  nécessaires  pour  la  détermination  complète  de  la 
courbe.  Ainsi  le  cercle  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  qui  est,  à  vo- 
lonté, son  rayon  ou  son  diamètre;  l'ellipse  dépend  de  deux  paramètres 
qui  sont,  si  Ton  veut,  les  longueurs  de  ses  axes,  etc. 

Lorsqu'une  courbe  dépeiill  (te  m  paramètres,  dont  on  peut  choisir  à 
volonté  les  valeurs,  on  peut  l'assujettir  à  m+3  conditions,  par  exemple 
à  passer  par  m+3  points.  En  effet,  quels  que  soient  les  axes  que  Ton  ait 
choisis  d'afiord  pour  y  rapporter  la  courbe,  axes  que  nous  supposerons 
rectangulaires ,  l'équation  de  celle-ci  renfermera  les  m  paramètres  dont 
elle  dépend;  en  outre  par  une  transformation  de  coordonnées,  en  met- 
tant (x —  o)cosa  — (y— b)sinaau  lieu  de  »,  (»— a)sina  +  (y— b)cosa 
au  lien  de  y,  on  introduira  trois  nouvelles  indéterminées  a,  &  et  a.  On 
aon  donc  en  tout  m+3  arbitraires,  et  par  suite  on  pourra  établir  m  +  3 
équations  de  condition  entre  les  coefficients  de  la  nouvelle  équation  de 
te  courbe.  En  particulier,  on  pourra  assujettir  la  courbe  à  passer  par 
m+3  points;  elle  sera  alors  complètement  déterminée. 

Ainsi,  il  fànt  quatre  points  pour  déterminer  une  courbe  qui  ne  dépend 
que  d'nn  seul  paramètre  ;  tels  sont  les  cas  de  la  parabole ,  de  l'hyper- 
bole éqnilatère,  etc.  Mais  le  cercle  fait  une  exception  remarquable,  il 
suffit  en  effet  de  trois  points  pour  le  déterminer.  Il  est  aisé  d'expliquer 
la  cause  de  cette  exception;  car,  ayant  pris  d'abord  x*  +  y*=  R*  pour 
l'équation  du  cercle ,  si  l'on  met  ( x—a)  cos  a  —  ( t/  —  & )  sin  a  au  lieu 
de  «,  et  (â?  —  a)  sin  a  +  (y — h)  cos  a  au  lieu  de  y ,  la  nouvelle  équation 
(«— a)*  +  (y— b)*  =  R*  ne  renferme  aucune  trace  de  a;  cet  angle  s'est 
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éliminé  de  lui-même  |)ar  suite  de  la  symétrie  de  la  courbe  autour  de  son 
centre;  et,  «m  équation  ne  renfermant  que  trois 'arbitraires ,  le  cercle  ne 
peut  être  assujetti  qu'à  trois  conditions.  Les  courbes  du  second  degré,  qne 
nous  allons  considérer  exclusivement,  dépendent  de  deux  paramètres  et 
peuvent  être  assujetties  à  cinq  conditions.  Mais  si  Ton  établit  d'avanoe 
une  relation  entre  oes  paramètres;  en  d'autres  termes ,  si  l'on  considère, 
comme  formant  une  espèce ,  les  courbes  du  second  degré  dont  les  para- 
mètres sont  liés  par  la  relation  dont  il  s'agit ,  11  suffira  de  quatn  points 
pour  les  déterm||fier.  C'est  ainsi  que  la  parabole  ou  l'hyperbole  éqiâlatère 
sont  déterminKS  par  Quatre  points. 


EXPRESSIONS  ANALYTIQUES  DES  DIVERSES  CONDITIONS  ,'^lkîXQUELLES  UNE 
COURBE  DU  SECOND  DEGRÉ  PEigr  ÊTRE  ASSUJETTIE. 

HW.  Point.  On  exprime  immédiatement  qu'un  point  est  donné,  en 
remplaçant  a;  et  ]/  par  les  coordonnées  de  ce  point  dans  l'équation  de  la 
courbe  qu'on  considère. 

Tangente.  Le  moyen  le  plus  simple,  pour  exprimer  qu'une  droite 
y=mx-i-neBi  tangente  à  une  courbe  du  second  degré,  consiste  à  élimi- 
ner y  entre  cette  équation  et  l'équation  de  la  courbe ,  et  à  exprimer  que 
l'équation  finale  a  pour  premier  membre  un  earré  parfait. 

Centre.  On  exprime  qu'un  point  est  le  centre  d'une  courbe  du  seoend 
degré ,  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  deJ'équation 
proposée,  et  en  y  renq^laçant  x  et  y  par  les  coordonnées  du  i^nt  donné. 

Remarque,  La  donnée  du  centre  équivaut  à  deux  conditions. 

Diamètre.  On  exprime  qu'une  droite  donnée  est  un  diamètre,  en  rem- 
piaçant  dans  son  équation  x  et  y  par  les  coordonnées  du  centre,  dans  les 
cas  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole.  Dans  le  cas  de  la  parabole ,  on  exprimen 
que  la  droite  donnée  est  parallèle  au  diamètre  qui  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  l'un  des  axes. 

Axe.  On  exprime  qu'une  droite  donnée  est  un  axe,  en  écrivant  d'abord 
la  condition  pour  qu'elle  soit  un  diamètre  ;  puis ,  les  axes  de  coordon- 
nées étant  supposés  rectangulaires,  si  a  désigne  l'angle  que  fait  la  droite 
donnée  avec  l'axe  des  x,  on  égalera  —  tang2(x  au  coefficient  du  rectangle 
dans  l'équation  de  la  courbe  divisé  par  la  différence  entre  le  coeficient 
de  y*  et  le  coefficient  de  x*. 

Remarque,  La  donnée  d'un  axe ,  en  position ,  équivaut  à  deux  condi- 
tions. 

Sommet.  On  exprime  qu'un  point  est  un  sommet ,  en  écrivant  d'abord 
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que  ce  point  est  sur  la  courbe ,  puis  que  la  tangente  menée  par  ce  même 
point  est  perpendiculaire  au  diamèl^  qui  y  passe. 

FoTER  ET  Directrice.  L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré, 
qui  ont  pour  foyer  (x',  y'),  est  en  coordonnées  recjtangulaires : 

(aj-a;')«  +  (y-y')«-(te  +  my  +  n)«=0. 
L'équation  de  la  directrice  est  alors  : 

Lors  donc  qu'un  foyer  ou  une  directrice  est  donné  dans  une  courbe  du 
second  degré ,  on  doit  prendre  l'équation  de  cette  courbe  sous  la  forme 
précédente  ;  il  ne  reste  plus  alors  que  trois  quantités  indéterminées ,  et , 
par  suite,  la  courl)e  ne  peut  plus  être  assujettie  qu'à  trois  conditions;  de 
sorte  que  la  connaissance  du  foyer  ou  de  la  directrice  équivaut  à  la  don- 
née de  deux  points. 

Asymptote.  Pour  exprimer  qu'une  droite  i/=tikv  +  n  est  asymptote 
d'une  courbe  du  second  degré,  il  suffit  d'éliminer  y  entre  cette  équation 
et  l'équation  de  la  courbe,  puis  d'exprimer  que  les  deu\  racines  de  l'équa- 
tion finale  ^nt  infinies.  En  effet ,  l'équation  de  la  courbe  est  nécessaire- 
ment de  la  forme  : 

(y— nur  — n)  {y—m'x  —  n')  +  constante  =  0; 

si  Von  y  fait  y=:mx-{-n,  elle  ne  renfermera  ni  terme  en  x*  ni  terme  en  x  ; 
les  deux,  racines  seront  Ame  infinies. 

IMS.  Ce  qui  précède  permet  de  former  facilement  l'équation  générale 
des  coniques  qui  satisfont  à  une,  deux,  trois,  quatre  ou  cinq  conditions 
données.  Cette  équation  renfermera  quatre  arbitraires  dans  le  premier 
cas,  trois  dans  le  deuxième,  deux  dans  le  troisième ,  une  seulement  dans 
le  quatrième  ;  dans  le  dernier  cas  la  courbe  sera  déterminée. 

Nous  indiquerons  encore  une  méthode  très-coomiode  pour  résoudre  les 
problèmes  de  ce  genre  et  qui  consiste  dans  la  transformation  des  coor- 
données. Cette  méthode  peut  être  employée  avec  avantage  dans  un  grand 
nombre  de  cas;  par  exemple,  si  l'on  propose  de  trouver  l'équation  géné- 
rale des  ellipses  qui  ont  pour  axes  2a  et  25,  on  écrira  d'abord  l'équation 
de  l'eUipae  rapportée  à  ses  axes  et  qui  est  : 
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Mettant  ensuite  o^o+^cosa— ysinoi^  lieu  de  xet  vo  +  ^sina-f  ycoss 
au  lieu  de  y ,  on  aura  Téquation  demSmdée,  savoir: 

o*  (Vo  +  i»  8ina+ï«08a)*  +  b«  («0+*  cosa— y  aina)«=:a«6«. 

Il  reste  tnKs  indéterminées  :  jPo  ,  t/o  et  a. 

LIEUX  GÉOMÉTRIQUES  RELATIFS  AUX  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ 
ASSUJETTIES  A  QUATRE  CONDITIONS. 


K  L'équation  générale  des  coniques,  assujetties  à  quatre  condi* 
tiens,  ne  renferme  qu'une  seule  indéterminée;  par  conséquent  les  coor- 
données du  centre ,  ou  des  foyers ,  ou  des  sommets  de  ces  courbes,  ne 
contiennent  elles-mêmes  que  cette  seule  indéterminée.  Ëliminant  donc 
cette  indéterminée  entre  les  équations  qui  déterminent  soit  le  centre, 
soit  les  foyers,  soit  les  sommets  de  la  courbe,  on  obtiendra  le  lieu  géomé- 
trique de  ce  point.  Nous  allons  examiner  quelques  exemples. 

990.  Premier  exemple.  Trouver  le  Um  des  sommets  des  hyperboles, 
qui  ont  une  asymptote  et  un  foyer  communs. 

Prenons  pour  axe  des  y  l'asymptote  donnée,  et  pour  axe  des  x  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  foyer  donné  sur  l'asymptote;  désignions  par  p  la 
distance  du  foyer  à  cette  asymptote.  L'équation  des  hyperboles  qui  ont 
pour  foyer  le  point  F  est: 


y*+ (af— p)*  — (to  +  my+n)*=0. 

[ais,  puisque  l'axe  des  y  est  une  asymptote ,  l^tf^g^ttion  ne  doit  renfermer 
i  terme  en  y*  ni  terme  en  y  ;  cela  exige  que  l'on  ait  * 


Mais 
ni 


1  —m*  =: 0  et  —  2mn  =  0; 
d'où 

n=0  et  m=l. 

L'équation  des  hyperboles,  qui  satisfont  aux  conditions  de  l'énoncé,  est 
donc  en  définitive  : 

(1)  î/«+(aJ-p)»  =  (to+y)^ 

elle  ne  renferme  que  la  seule  arbitraire  l.  L'axe  focal ,  passant  par  le  foyer 
et  étant  perpendiculaire  à  la  directrice  2x  -f  y  =  0 ,  aura  pour  équation  : 

W  .     y=-[(ic-p). 
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Les  sommets  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  Taxe:  on  aura 
donc  le  lieu  de  ces  points  en  éliminiit  { entre  les  équations  (1)  et  (2),  et 
supprimant  de  l'équation  finale  le  facteur  x^p  qui  ne  donne  rien;  il 
vient: 


4  /p— « 
V  P  +  « 


991.  Deuxième  exemple.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  hyperboles, 
qui  ont  une  asymptote  et  un  sommet  communs. 

Prenons  pour  axe  des  y  l'asymptote  donnée  et  pour  axe  des  x  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  donné  sur  Tasymptote.  Désignons  parp 
la  distance  du  sommet  à  l'asymptote.  Soient  enfin  x^ ,  y'  les  coordonnées 
de  l'un  des  foyers.  Pour  que  l'axe  des  y  soit  une  asymptote  de  la  courbe 

il  faut  que  Ton  ait  : 

l.^m*=rO    y'=— m», 
ce  qui  donne  : 

m=l    n=— y'; 

Féquation  de  la  courbe  est  donc 

(1^  (y-y')*  +  (a'-a'')*  =  (to4-y-y')*. 

L'axe  focal,  passant  par  le  foyer  et  étant  perpendiculaire  à  la  directrice 

te4-y-y'=0,  i 

a  pour  équation  : 

(2)  y.-y'=i(aj-«'). 

Les  coordonnées  dn  sommet  satisfont  aux  équations  (1)  et  (2);  on  a 
donc  : 

y'«+(aî'-p)»=(y'-ip)*,       y=i(p-«'). 

Eliminant  l  entre  ces  deux  équations,  on  aura  celle  du  lieu  demandé  qui 
est,  après  la  suppression  du  facteur  étranger  «'—p  et  la  substitution  de  x 
et  y  au  lieu  de  x' et  y': 


y=p 

▼    »-rp 
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•f  S.  TM>i8i^i>B  ExiMPLB.  TreuvÊf  U  Hiu  g^>méPrique  de*  ftf^m  et 
ia  txmm^U  dei  hyperboles  éqwlaiirei,  qui  ont  même  eentre  et  ^ 
passent  par  «n  point  donné. 

Prenons  le  centre  donné  pour  origine  et  pour  axe  polaire  la  droite  fil    | 
joint  ce  centre  au  point  donné;  désignons  enfin  par  a  la  distance  du  centra 
tu  point  donné.  L'équation  générale  dçs  hyperboles  équilatères  satisbi* 
sant  aux  conditions  de  renoncé  sera 

a*  cos  2  a 


cos2((o  — a)*' 


\ 


«  est  le  paramètre  Tariable  que  doit  renfermer  réquation  ;  il  est  égal  à 
Pangle  formé  par  Taxe  focal  de  l'hyperbole  avec  Taxe  polaire.  Faisant  tts<, 
on  aura  évidemment  le  rayon  vecteur  du  sommet  qui  est: 

p*=0*COS2a; 

et  enfin  si  Ton  met  w  au  Uçu  de  a,  (m  &ar§  Véquation  du  lieu  des  som- 
mets: 

f<^a*cos2(i!ii 

le  rayon  vecteur  du  foyer  est  évidemment  égat  k  <^llt  4v  I^BWml  Wllfh 
plié  par  V/ 2 ;  le  lieu  des  foyers  sera  donc: 

p«  =  2cflcos2tù. 

Les  lieux  que  nous  venons  de  trouver  sont  deux  lemniscates.  Il  est  wé 
de  démontrer  que  la  seconde  coupe  à  angle  droit  toutes  les  hyperliola 
équilatères. 

QuestUms  proposées, 

I.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  parabole^  ()\ii  oui  xoàif^e  sommet  et 
un  point  commun  ou  une  tangente  commune. 

II.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  ont  même  foyer  ^ 
UB  point  commun  ou  une  tangente  commune. 

Hl.  Trouver  le  lieu  des  foyers  et  des  sommets  des  partinHes  qui  ont 
même  directrice  et  un  point  commun  ou  une  tangente  commune. 

IV.  Trouver  le  lieu  des  somqiet^  ou  des  foyers  des  paraboles  qui  ont 
même  paramètre  et  deux  points  coïj^^ns  eu  deux  tangentes  communeit 
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T.Troiiter  I0  lieo  des  settiméts,  des  foyers,  des  centres  des  ellipses 
êomiaiseaiit  deux  tangentes  avee  leur  point  de  contact. 

fl.  TrooTer  le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
p(^t8  ou  qui  sont  tangentes  à  quatre  droites. 

TIl*  Trouver  le  lieu  des  foyers  d'une  ellipse,  connaissant  la  oentrtf  1  un 
fiitil  et  la  longueur  du  grand  axe. 

DÉTfBlilNA'qON  pÊ  LA  CONIQUE  QUI  PASSE  PAR  CINQ  POINTS, 
OU  QUI  KST  TANGENTE  A  CINQ  DROITES  DONNÉES. 

MS.  On  peut  trouTer ,  parce  qui  précède,  Téquation  de  la  conique 
assujettie  à  cinq  conditions ,  et  cette  équation  peut  servir  ensuite  à  con- 
struire la  courbe.  Dans  bien  des  cas,  on  peut  simplifier  la  solution  à  Taide 
de  considérations  particulières;  mais ,  à  cet  égard,  on  ne  peut  poser  au- 
cun principe  général.  Nous  nous  lK)rnerons  ici  à  indiquer  comment  on 
yint  eonetruire  la  conique  qui  passe  par  cinq  points,  ou  qui  est  tangente 
à  Ginq  droites  données. 

994.  Construire  la  conique  qui  passe  par  cinq  points  donnés» 

Soient  A,  B,  G,  D,  E,  les  cinq  points  par  lesquels  il  faut  faire  passer  une 
iltiqae  t  le  théorème  de  Pascal  permet  de  construire  autant  de  points 
tt'on  voudra  de  la  courbe.  Par  exemple,  si  par  Tun  quelconque  des  points 
Mimés  A(fig.  142),  on  mène  une  droite  quelconque  AP,  on  aura, 
comme  il  suit,  le  point  F  où  cette  ligne  AF  rencontre  la  courbe  cher- 
iMl.  On  joindra  AB,  BG,  CD,  DE;  soit  1  le  point  de  rencontre  de  A6 
et  de  DE ,  H  le  point  de  rencontre  de  CD  avec  AF  et  enfin  K  le  point 
êê  feneontre  de  BG  ei  de  la  droite  IH  ;  si  l'on  joint  KE ,  cette  droite 
lencontrera  AF  au  point  cherché  F. 

En  second  lieu ,  on  peut  construire  aisément  la  tangente  en  un  quel- 
conque des  pointa  donnés,  ou  déterminés  comme  il  yient  d'être  dit;  car 
supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  la  tangente  en  A,  on  prolongera  AB 
et  DE  jusqu'à  leur  rencontre  en  1,  BG  et  AE  jusqu'à  leur  rencontre  en 
N,  pn  joindra  IN  qui  coupera  en  P  le  côté  GD  prolongé;  enfin  on  joindra 
PA  qui  sera  la  tangente  demandée. 

En  troisième  lieu ,  on  peut  déterminer  les  éléments  de  la  conique  qui 
pourra  alors  être  construite,  conune  il  a  été  indiqué  dans  un  chapitre  pré- 
cédent. 

Par  ^s  trois  points  A,  B,  G  (Qg.  143),  menons  les  tangentes  à  la  courbe; 
irolongeons  les  tangentes  en  A  et  B  jusqu'à  leur  point  de  rencontre  G  ;  par 
oe  dernier  point  et  par  le  milieu  M  de  la  corde  àB  ,  tirons  le  diamètre  GM  ; 
tirons  de  même  un  second  diamètre  HN  par  le  point  de  rencontre  H  des 
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tangentes  en  B  et  G  et  le  milieu  N  de  la  corde  BG.  Si  la  courbe  est  une  ellipse 
ou  one  hyperbole ,  ces  deux  diamètres  se  rencontreront  en  un  point  qui 
sera  le  centre  de  la  courbe  ;  si  ces  deux  diamètres  sont  parallèles,  la  courbe 
sera  une  parabole. 
Supposons  que  la  courbe  ait  un  centre  ;  par  ce  point  menons  LL'  pa- 
rallèle à  la  corde  AB;  les  deux  dis- 
mètres GM  et  LL'  seront  conjugués; 
par  le  point  Â  menons  ÂP  parallèle 
à  GM  ;  AM  et  AP  seront  les  deux 
coordonnées  du  point  A  rapporté  aux 
diamètres  GM  et  LL'. 

Si  la  couibe  est  une  ellipse,  la  tan- 
gente en  A  rencontrera  les  diamètres 
GM,  LL'  en  deux  points  situés  res- 
pectivement du  même  côté  du  centre 
que  les  points  M  et  P  ;  et  on  aura 
les  demi-longueurs>  de  ces  diamètres 
en  prenant  deux  moyennes  propor- 
tionnelles, Tune  entre  OG  et  (NI, 
-.   ...  et  l'autre  entre  OQ  et  OP. 

Dg.   143. 

Si  la  courbe  est  une  hyperbole,  la  tangente  en  A  rencontrera  les  dia- 
mètres GM,  LL'  en  deux  points  situés  l'un  du  même  côté  du  centre  W 
les  points  M  et  P,  l'autre  du  côté  opposé.  On  construira  les  longneon 
des  demi-diamètres  comme  pour  Tellipse. 

On  déterminera  ensuite,  dans  ces  deux  cas,  les  axes  de  la  conAe 
d'après  les  méthodes  indiquées  n^*  156 «et  194. 

Si  la  courbe  est  une  parabole,  on  connaît  un  diamètre,  la  direction  des 
cordes  conjuguées,  un  point  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point;  on 
pourra  donc  déterminer  le  point  de  rencontre  de  la  courbe  et  du  diamètre, 
puis  la  distance  de  ce  point  au  foyer,  puis  enfin  le  foyer  et  le  sommet. 

995.  Construire  la  conique  tangente  à  cinq  droites  données. 
Ce  problème  se  ramène  au  précédent,  en  déterminant  les  points  de 
contact  des  tangentes.  Soit  ÂBGDE  le  pentagone  formé  par  les  cinq  tan- 
gentes données;  menons  les  diagonales  AG  et  EB  qui  ae  eoopent  en  0 
et  tirons  la  droite  DO  ;  elle  ira  passer  par  le  point  de  contact  M  du  côté 
AB.  En  effet,  si  l'on  circonscrit  d'abord  à  la  conique  un  hexagone  ayant 
pour  côtés  AE,  AE ,  DG ,  BG ,  et  qu'on  réduise  ensuite  à  deux  droits 
l'angle  dont  le  sommet  F  est  placé  entre  A  et  B,  les  deux  côtés  adjacents 
coïncideront  avec  AB ,  et  les  deux  points  de  contact  se  réuniront  en  F. 
On  déterminera  de  la  même  manière  les  autres  pointa  de  contact. 
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EXERCICES. 

Queitùms  à  rétoudre, 

I.  Gonstroire  une  ellipse,  connaissant  un  foyer  et  trois  points,  ou  une 
directrice  et  trois  points. 
n.  Construire  une  ellipse,  connaissant  un  foyer  et  trois  tangentes. 

III.  Construire  une  ellipse,  connaissant  un  foyer,  un  point  et  deux 
tangentes. 

IV.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  une  asymptote,  un  foyer 
et  un  point  ou  une  tangente. 

y.  Construire  une  parabole,  connaissant  le  foyer  et  deux  points;  ou 
le  foyer  et  deux  tangentes;  ou  le  foyer,  un  point  et  une  tangente. 
YI.  Construire  la  parabole  qui  passe  par  quatre  points  donnés. 

DE  LA  SmiUTUDE. 

990.  Considérons  deux  courbes  C  et  G'  situées  dans  le  même  plan ,  ou 
dans  de»  plans  parallèles.  Soit  0  un  point  quelconque  du  plan  de  la 
courbe  C  et  OM,  OM',  CM",...  différents  rayons  vecteurs  de  cette  courbe; 
si  dans  le  plan  de  la  courbe  C|  on  peut  trouver  un  point  0|  tel  que  les 

rayons  vecteurs  0|M|,  OiM'i de  cette  courbe  respectivement  paral* 

Ulea  à  OM,OM' soient  tels  que  l'on  ait  : 

OM  ""    OM'  ■"    ' 

les  deux  courbes  seront  dites  semblables  et  semblablement  placées; 
k  sera  le  rapport  de  similitude;  les  points  0,  Ci,  M,  M}...  seront  homo- 
logues. A  chaque  point  du  plan  de  la  courbe  G  correspondra  un  point 
homologne  de  la  courbe  Ci ,  car  soit  1  un  point  quelconque  du  plan  de  la 
courbe  C,  joignons  01 ,  puis  menons  par  0|  une  parallèle  à  01,  et  prenons 

sur  cette  ligne  le  point  Ii  tel  que  l'on  ait  -j-^  =  fc,  je  dis  que  les  points  I 

et  I|  seront  des  points  homologues  et  qu'ils  peuvent  tenir  lieu  des  points 
primitifs  O  et  d;  effectivement,  les  rayons  vecteurs  IM,  IM',...  sont  évi* 
denunent  parallèles  à  I|M|,  TiM^ et  on  a  de  plus  : 

K^l   1\^\  _    jL 

IM  ""  l'M'  ""    ' 
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Lorsque  deux  points  homologues  se  confopdent  en  un  seul,  ce  point 
unique  est  dit  le  centre  de  similitude  des  deux  courbes.  Ce  centre  de 
similitude  est  évidemment  le  point  de  rencontre  G  de  deux  droites 
telles  que  OOi  et  II^  qui  joignent  deux  points  homologues;  on  démontre 
dans  les  éléments  de  géométrie  qUe  les  droites  CM >  CM' passent  res- 
pectivement par  les  points  M| ,  M'i , 

11  est  aisé  de  voir  que  les  tangentes  en  deux  points  homologues  des 
courbes  G  et  Ci,  sont  parallèles;  en  effet,  leg  triangles  OHM', OiMtN'i 
ont  les  côtés  parallèles  chacun  à  chacun  ;  or  le  parallélisme  des  edtéi 
Mil',  MtM\  continuera  d'avoir  lieu,  si  les  points  homologues  M' et  M't  se 
rapprochent  indéfiniment  des  points  M  et  M' i  or  à  la  limite  ees  deoi 
lignes  deviennent  des  tangentes. 

979.  Deux  figures  semblables  et  semblablêinéni  ^laéées  éiani  8od^ 
nées ,  si  Tune  d'elles  est  fixe  et  qu'on  fasse  toiirhclt'  Paltitre  dans  son 
plan,  la  similitude  de  position  sera  complètement  détruite,  mais  la  simi* 
litude  de  forme  continuera  d*avoir  lieu.  Il  est  très-aisé ,  d'après  ce  qoi 
précède  t  de  reconnaître  si  deux  courbes  données  par  leurs  équations 
sont  semblables. 

latent 

f^,y)^0      et      f[»»y)mO» 

les  <gaationi  4ê  ^ux  conrbes  situées  dans  im  mémci  plan  e«  dans  4w 
plans  parallèles.  Nous  supposerons  que  les  fti9s  auxquels  la  pramiè» 
courbe  est  rapportée  soient  rectangulaires  et  parallèles  à  ceux  qui  se  rap- 
portent à  la  seconde  courbe.  Supposons  les  deux  courbes  semblables  et 
semblablement  placées,  et  soit  k  le  rapport  de  similitude;  soient  o^o.yo 
le  point  du  plan  de  la  seconde  courbe  homologue  de  Torigine  relative  à 
la  première  courbe;  x\  y'  un  point  quelconque  de  cette  courbe ,  {x,  y)  le 
point  homologue  de  la  première,  on  aura  évidemment,  par  de  simples 
triangles  semblables  : 

x'  —  Xf^  Vl—j/o^fc 

X  y 

Ponc  les  équations  (1)  et  (2)  seront  identiques  quand  on  aura  siis  dans  U 
première  ^^  "7  au  lied  de  »,  ^^  "T  '  au  lien  de  y.  Supposons  par 
exemple  qu'il  s'agisse  de  deux  courbes  du  second  degré  : 

A v«+  B»y+Ca;«+  Dy + Ei  -♦-  F= 0,  ^'1^+  B'ap»4-C'as»4-  D'y-f-  E'« + F=0. 
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JMSt  la  iiibitttatim  indifDée  dans  la  preaûèft  elle  fleTlmt  s 

Aift+B»éyè+Ca^o~»I>»6-W0+FIIP=s(K 

i  IqnÉtibii  Aèv^ï  6tte  Identiittiô  ft  fAtHàtiOÂ  $) ,  ùû  &  léi  itàq 
Ions  : 

A  _B^_C 
A'  ""  B'  ""  a 

A  _Dfc  — 2Ayo— -Bag» 
A'~  ly 

A  _Efc  — 2Ciro— Byo 

A'""  E' 

A  _  Ay«o  +  Bacoyo4-  Ca!«o  +  fcPyo—  fcEgo+  FHp» 
A'  T  ' 

i  ici  trois  inconnues  opo,  yo  et  fc;  il  y  aora  donc  deux  conditions  de 
Utude  qui  sont  : 

A_B  _C 

A'  ""  B'  ■"  c; 

trois  dernières  éipiations ,  écrites  plus  haut ,  serviront  à  déterminer 
(o  et  k, 

résulte  de  là  que  deux  ellipses  dont  les  axes  sont  proportionnels  sont 
Diables.  La  même  chose  a  lieu  pour  deux  hyperboles  dont  les  axes 

proportionnels.  Seulement  ici  il  faut  distinguer  le  cas  où  les  axes 
sverses  sont  homologues ,  et  le  cas  où  l'axe  transverse  de  Tune  est 
nologue  de  Taxe  non  transverse  de  l'autre.  Dans  le  premier  cas, 

se  passe  comme  pour  Tellipse  ;  mais  dans  le  second  cas,  le  rapport 
limilitude  est  imaginaire;  les  deux  hyperboles  satisfont  bien  à  la 
lition  analytique  de  la  simitude ,  mais  elles  ne  sont  pas  semblables 
point  de  vue  où  l'on  se  place  ordinairement  dans  les  spéculations 
nétriques.  On  peut  dire  que  chacune  d'elles  est  semblable  à  la  con- 
tée de  l'autre.  On  voit  enfin  que  toutes  les  paraboles  sont  sem- 
les. 

a  trouvera  très-aisément  les  conditions  pour  que  deux  courbes  don- 
I  soient  semblables  seulement  de  forme  *,  il  suffit  effectivement  pour 
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cet  objet  de  faire  tourner  Tune  des  deux  courbes  dans  son  plan  d'an 
angle  indéterminé  a,  de  manière  à  rendre  les  courbes  semblablement 
placées.  Cela  équivaut  évidemment  à  changer  dans  l'une  des  équations 
proposées  x  en  (ccosa  — ysina),  y  en  (d;8ina  +  ycosa];  on  suivra  en- 
suite la  marche  que  nous  avons  indiquée.  En  appliquant  ceci  aux  équa- 
tions du  second  degré,  on  retrouverait  les  conditions  déjà  obtenues. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE    DES    PROJECTIONS. 


LA  SOHHB  DBS  PROJBCTIOHS  DB  FLDSIEDR8  DROITES  CONSBCDTIVES  SUR 
UN  AXE  EST  ÉGiOE  A  LA  PROJECTION  DE  LA  LIGNE  RÉSULTANTE. 


278.  On  nomme  projection  d'un  point  A^  sur  une  droite 
jfx,  le  pied  a ,  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  (gfx. 
Cette  projection  a  est  aussi  le  point  de  rencontre  de  afx  avec 
le  plan  mené^  perpendiculairement  à  cette  droite^  par  le 
point  A. 

La  projection  d'une  droite  finie  AB  sur  une  droite  x'x  est 
la  partie  ab  de  x'x  y  terminée  par  les  projections  a  et  6  des 
extrémités  de  AB. 

Théorème.  La  projection  d'une  droite  finie  AB  (fig.  144) 
sur  une  droite  x'x  est  égale  au  produit  de  AB  par  le  cosinus 
de  Vangle  que  forment  les  droites  AB  et  xx'. 
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Soient  M  ^ipl  N  les  plans  perpendiculaires  à  afx  menés  pu 
les  potaM  ▲  et  6;  a  et  6  les  points  où  ces  plans  conpëAt  ^x] 
ab  sera  là  projection  de  AB.  Abaissons  du  point  A  la  droite 

AG  p^endicalaire  sur 
""^  -^^  le  plan  M   et  joignons 

BC  ;  les  droites  AC  et  ab 
seront  égales,  comme  pa- 
raBèles  comprises  entre 
plans  parallèles.  On  aura 
donc  y  par  le  triangle 
ABC, 


flg.  144. 


a6=:ABcosBAC, 


ce  q(A  démontre  le  théorème  énoncé. 

279.  Dans  les  applications  de  la  théorie  des  projections ^ 
il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  directions  différentes,  non- 
seulement  sur  la  ligne  projetante^  mais  encore  sur  la  ligne 
que  l'on  projette.  Les  projections  que  nous  aurons  à  con- 
sidérer pourront  ainfi  être  posiUyfè  ou  négatives^  et  pour 
que  leurs  signes  soient  déterminés  sans  aucune  ambiguïté^ 
nous  adopterons  la  définition  suivante  : 

La  projection,  sur  une  droite  de  direction  x'Xy  <jtune  droik 
finie  Afi  dont  la  direction  est  celle  d^un  mobile  qui  se  mou- 
vrait  de  À  vers  B,  est  égale  au  produit  de  la  distance  AB  par 
le  cosinus  de  Vangle  aigu^  droit  ou  obtuSj  que  fornmd  h$ 
directions  AB  et  x'x* 

n  résulte  de  cette  définition  que  les  projections  de  AB  et 
de  BA  sur  x'x  sont  égales  et  de  signes  contraires  :  pareille- 
ment, les  projections  de  AB  ou  sur  x'x  et  sur  xx'  scwit  égales 
et  de  signes  contraires. 

Si  l'angle  des  directions  AB  et  x^x  est  aigu,  il  est  évidâOt 


THÉORIB  DES  PROJECTIONS. 


qui  la  projection  ab  de  AB  a  la  même  dirartioii-fue  alm^  ei^ 
d'après  Doire  définition^  elle  est  positive;  au  contraire ^  si 
l'angle  des  dii^ctions  AB  et  (dx  est  obtus^  la  projection  de  AB, 
qui  est  négative,  a  la  direction  de  X3[!. 

Remarquons  enfla  que  les  projections  d'une  même  droite 
sur  des  directions  parallèles  sont  égales  entre  elles. 

SBtf.  ^ihuEoaÈME  PoiKBAMENTAL.  La  sommc  des  projections 
èeê  côtés  a  un  polygone  fermé  sur  une  direction  quelcon- 
que est  nulle;  la  directioti  de  chaque  côté  étant  celle  que  suit 
un  mobile  qui  parcourt  le  polygone  en  marchant  toujours 
dans  le  même  $énê. 

Soit  ABGDEF  (fig.  itë)  un  polygone  fermé,  plan  ou  gauche  ; 

tf ,  by  e,  df  é,  f,  les  pnh 
jeeAiens  de  ses  sommets 
sur  la  droite  donnée,  de 
direction  di^'a?.  Imaginons 
un  mobile  parcour&t  le 
polygone  dans  le  sens 
ABCDEF^  puis  un  second 
mobile  consjkamment  plar 
ce  sur  la  projection  du 
premier.  Pendant  que  le  premier  mobile  parcourra  les  côtés 
AB,  BG,  CD,  DE,  EF  et  FA,  le  second  décrira  les  lignes  06^ 
bCy  cd,  efy  fa;  la  somme  algébrique  de  ces  dernières  lignes 
est  évidemment  nulle,  car,  après  les  avoir  successivement 
décriies,  le  mobile  revient  à  son  point  de  départ  j  or  ces 

lignes  aby  bc^ prises  avec  le  signe  qui  leur  convient,  sont 

précisément  les  projections  des  côtés  AÈ,  BC, ;  donc  la 

somme  de  ces  projections  est  égale  à  zéro. 

GoRotLAiRB.  Les  projections,  sur  une  direction  quelconque, 
de  deux    contours    polygonaux  ABCD,  AB'C'D  (  fig.  Ùê  ) , 


Sot 
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tSTminés  aux  mêmes  extrémités  A  et  D^  sont  égales  entre 

elles;  en  effet,  la  réunion  de 
ces  deux  contours  forme  un 
polygone  fermé  ;  si  donc  on  dé- 
signe, par  la  notation  abrégée 
(AB) ,  la  projection  sur  x'x  de  la 
droite  AB  dont  la  direction  est 
indiquée  par  Tordre  des  lettres  A 

■I*  140* 
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(AB)  +  (BC) + (CD)  +  (DC) + (CBO + (B'A) = 0. 

Or  on  a:  (DC')=— (C'D),(C'B')=— (B'C),(B'A)=— (AF); 
et  alors  l'équation  pcécédente  devient  : 

,     ,    (AB)  +  (BC)+(CD)  =  (AB')+(B'C')  +  (C'D); 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

En  particulier  :  La  somme  des  projectiom  de  pltisieurs 
droites  consécutives  sur  un  aœe  est  égale  à  la  projéetion  de  la 
ligne  résultante,  c'est-à-dire,  de  la  ligne  qui  joint  les  points 
extrêmes, 

LA   SOBIME    DES    CARRES    DES    PROJECTILES    d'uNE    DROITE    SUR   TROIS 

AXES   RECTANGULAIRES   EST   EGALE   AU   CARRE  DE  CETTE  DROFTE. — 

%.A    SOMME    DES   CARRES    DES   COSINUS    DES   ANGLES    Qu'UNE    DROITS 

FAIT   AVEC   TROIS   DROITES   RECTANGULAIRES   EST   EGALE   A   l'uNITÉ. 


281.  Soit  OM  (fig.  147)  la  droite  dont  nous  considérons  les 
projections;  par  le  point  0  menons  trois  droites  OA,OB,0C 
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respectivement  parallèles  aux  droites  de  projection  données; 

ces  droites  prises  deux  à 
deux  détermineront  trois 
plaus  qui  seront  évidemment 
rectangulaires;  menons  par 
le  point  M  trois  plans  res- 
pectivement parallèles  aux 
trois  premiers.  On  détermi- 
nera ainsi  un  paralléliiMpède 
rectangle  OAPBRCQM  dont 
fig.  147.  OM  sera  une  diagonale  ^  or 

si  Ton  mène  OP,  le  triangle  rectangle  OMP  donnera  : 


OM  =  OP  4-  MP  =  OP  +  OC  ; 
mais  le  triangle  OÂP  est  aussi  rectangle  et  donne  : 


donc 


(i) 


OP  =  OA  +  AP  =  OA  +  OB  ; 


OM'  =  OA*  +  OB*  +  OC*. 


Ce  qui  démontre  que  le  carré  de  la  ligne  OM  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  les  trois  droites 
OA,  OB,  OC. 
Si  l'on  joint  MA,  le  triangle  rectangle  OMA  donne  : 


On  aura  de  même  : 


et 


OA=OMcosMOA. 


OB=OMcosMOB 


OC=OMcosMOC; 
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i^joutant  lei  trabl  équaticHis  précédentes  après  les  avoir  éle?é6B 
au  carré ,  et  ayant  égard  à  réquation  (1) ,  il  vient  : 

C06  *MOA  +  co»  *MOB  +  CCS  «MOC  =  1 . 

Cie^te  équation  prouve  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus 
4e8  angles,  que  fiait  une  direction  donnée  avec  trois  directions 
rectangulaires,  ^  égale  à  l'unité.  A  la  vérité,  notre  démons- 
Ifl^on  suppose  que  les  trois  angles  soient  aigus,  mais  le 
iJbéilHkine  est  général  ;  si  a,  p,  y  désignent  les  angles  formés 
ilirilDe  direction  quelconque  avec  trois  directions  rectangu- 
laires quelconques,  on  a  : 

cos*a-j-cos*p+cos'if=*» 

Effectivement  si  l'un  des  angles  a,6,Y  est  obtus,  il  suffira, 
pour  rentrer  dans  les  conditions  de  notre  figure,  de  clianger 
la  direction  de  la  droite  de  projection  correspondante  "dans 
la  di|pction  opposée,  ce  qui  ne  produira  qu'un  changement 
de  signe  dans  le  cosinus. 


LA  PROJECTION  d'uNE  AIRE  PLANE  SUR  UN  PLAN  EST  EGALE  AU  PRODUIT 
DE  CETTE  AIRE  PAR  LE  COSINUS  DE  l'aNGLE  DES  DEUX  PLANS. 


282.  On  nomme  projection  d'une  aire  plane  sur  un  plan^ 
l'aire  terminée,  par  la  projection  sur  le  plan,  du  contour  de 
Taire  donnée. 

Cas  du  triangle, 

285.  Soit  un  triangle  ABC  (fig  148),  et  supposons  d'abord 
que  l'un  des  côtés,  AB,  par  exemple,  soH  parallèle  au  plan  de 


t.. 
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projection  ;  menons  par  AB  un  plan  paralUJe  à  ce  plan  de 

projection;  abaissons  la  perpendicu- 
laire Ce  sur  ce  plan  ,  menons  enfin 
cO  perpendiculaire  sur  AB,  et  joi- 
gnons OC  qui,  par  un  théorème 
connu,  sera  perpendiculaire  à  AB. 
Le  triangle  ABc  sera  la  projection 
de  ABC,  et  ces  deux  triangles,  ayant 
flg.  148.  même  base  AB,  seront  entre  eux 

comme  leurs  hauteurs;  on  aura  donc: 

Or 

ABc  =  ABGx^ 

Oe 

(M*  le  rapport  ^  est  égal  au  cosinus  de  Tapgle  COc,  angle 

qui  est  précisément  celui  que  forme  le  plan  du  triangle  ^UK 
avec  le  plan  de  projection. 
Supposons,  en  second  lieu  (fig.  149),  qu'aucun  càté  du 

triangle  ABC  ne  soit  f^- 
lèle  au  plan  de  {urojection. 
Menons  par  le  sommet  B  un 
plan  JMN  parallèle  à  ce  plan 
de  projection;  soit  A'  le  point 
où  ce  plan  rencontre  le  côté 
CA  prolongé,  et  tirons  BA'. 
fig.  149.  Désignons  enfin  par  a  Tangle 

aigu  du  plan  ABC  et  du  plan  MN.  Les  projections  de  A'BC 
et  de  A'AB  seront,  d'après  ce  qui  précède,  ABCxcosa  et 
A'ABxcosa;  mais  ABC  est  la  différence  des  deux  trian- 
gles A'BC,  A'AB  et  sa  projection  est  évidemment  la  différence 
des  projections  de  ces  mêmes  triangles  ;  par  suite ,  elle  a  pour 
valeur  ABCxcosa. 
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Cas  d*un  polygone, 

284.  Ck)nsidérons  un  polygone  P  dont  le  plan  fasse  un 
angle  a  avec  le  plan  de  projection.  Décomposons  ce  polygone 
en  triangles  T,Tj....  au  moyen  de  diagonales;  la  projection 

du  polygone  P  sera  évidemment  T  cosa  -f  T'cosa  + ,  ou 

Pcosa. 

Cas  d'une  aire  plane  terminée  par  un  contour  quelconque, 

285.  Considérons  une  aire  plane  P  terminée  dans  Tune 
de  ses  parties  par  une  courbe  AB,  et  inscrivons  dans  cette 
courbe  une  ligne  polygonale  ;  désignons  par  P'  Taire  obtenue 
en  remplaçant  la  courbe  par  la  ligne  polygonale  dont  il  s'agit. 
La  projection  de  F  sur  un  plan  sera  Fcosa^  a  étant  l'angle 
des  deux  plans.  Mais  si  les  côtés  de  notre  ligne  polygonale 
auxiliaire  diminuent  indéfiniment,  de  manière  à  avoir  zéro 
pofi|^limite ^  F  tendra  vers  la  limite  P;  donc  la  projection  de 
P  sesà,  encore  P  cosa. 
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CHAPITRE  IL 

DES  COORDONNÉES  RECTILIGNES. 


REPRÉSENTATION  D*UN  POINT  PAR  SES  COORDONNEES, — ÉQUATIONS 

DES  LIGNES  ET  DES   SURFACES. 


286.  Considérons  trois  droites  quelconques  Ox,  Oy,  Oz 
(fig.  450)  menées  par  un  même  point  0  et  qui  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan;  ces  droites  détermineront  trois  plans 
yOz,  zOXj  arOy.  Gela  posé,  soit  M  un  point  quelconque  de 
Tespace  ;  menons  par  ce  point  des  plans  respectivement  pa- 
rallèles aux  trois  dont  nous 
venons  de  parler;  on  for- 
mera un  parallélipipède 
MABG,  et  la  position  du 
point  M  sera  déterminée,  si 
Ton  connaît  en  grandeur  et 
en  signe  les  longueurs  MQ , 
MR,  MP,  ou  5  ce  qui  revient 
fig.  150.  au  même,  OA,  AP  et  PM. 

Ces  trois  longueurs  sont  dites  les  coordonnées  rectilignes  du 
point  M.  EÛes  sont  positives  si  leurs  directions  sont  les 
mêmes  que  celles  des  lignes  Ox,  Ot/,  Oz  ;  elles  sont  négatives 
dans  le  cas  contraire^  on  les  désigne  d'une  manière  générale 
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par  les  lettres  Xyy,z.  Par  exemple  si  les  coordonnées  d'un 
point  H  ont  pour  valeurs  a,b,Cj  on  a,  pour  ce  point: 

x  =  a  y    y  =  by    z  =  c. 

Les  droites  Ox,  Oj/,  Oz  sont  dites  axes  des  coordonné» 
rectilignes.  Si  les  trois  angles  formés  par  ces  axes  deux  à 
deux  sont  droits^  les  coordonnées  sont  rectangulaires.  Les 
plans  yZy  xZy  xy  prennent  aussi  le  nom  de  plans  cm- 
donnés. 

Quels  que  soient  les  axes  Oxy  Oy,  Oz ,  rectangulaires  ou 
non,  nous  dirons  que  les  points  P,  Q,R  sont  les  projections 
du  point  M  sur  les  plans  xy,  yz  et  xz.  Il  est  évident  que  le 
point  M  a  deux  coordonnées  communes  avec  chacune  de  ses 
projections  et  que  la  troisième  coordonnée  de  cette  projection 
est  nulle. 
287.  Toute  équation  qui  ne  renferme  que  deux  coordon- 
nées ^  0?  et  y  par  exemple, 
représente  sur  le  plan  sy 
une  certaine  ligne  PQ;  9(rit  P 
(fig.  151)  un  point  de  cette 
ligne,  et  menons  PM  parallèle 
à  Oz.  Les  coordonnées  a?  et  y 
seront  les  mêmes  pour  le  point 
P  et  pour  chaque  point  M  de 
PM;  par  suite,  l'équation  pro- 
flg.  151.  posée  aura  lieu  pour  tous  les 

points  de  la  ligne  PM ,  c'est-à-dire ,  pour  tous  les  points  de 
la  surface  cylindrique,  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut 
en  restant  parallèle  à  l'axe  des  z  et  en  s'appuyant  sur  la 
ligne  PQ.  Réciproquement,  tout  point,  dont  les  coordonnées 
satisfont  à  Téquation  pix)posée,  est  sur  oMà  surface  cylin- 
drique; en  e£fet,  le»  coordonnées  a;  et  y  de  ce  poiirt  font  ks 
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mêmes  que  celles  de  sa  projection  sur  le  plan  ccy  /  donc  cette 
projection  est  sur  la  ligne  PQ,  et,  par  suite ^  le  point  consi- 
déré est  sur  le  cylindre.  On  voit  d'après  cela  que  : 

Toute  équation  y  qui  ne  contient  que  deux  coordonniety 
représente  une  surface  eylindrique,  parallèle  d  Vaxe  de  même 
nom  que  la  coordonnée  qui  n'entre  pas  dans  Véquation. 

Si  réquation  dont  on  vient  de  parler  est  linéaire^  le  cy- 
lindre se  réduit  à  un  plan  ;  par  conséquent  : 

Toute  équation  du  premier  degrés  qui  ne  renferme  que 
deux  coordonnées,  représente  un  plan,. parallèle  à  Vaxe  de 
même  nom  qw  la  coordonnée  qui  n'mtre  pas  dans  Véquor- 
tion. 

n  résulte  de  là  que  : 

Toute  équation  du  premier  degré,  qui  ne  renferme  qu'une 
coordonnée,  représente  un  plan  parallèle  au  plan  des  deux 
coordonnées  qui  n^entrent  pas  dans  t équation. 

Cette  dernière  conséquence  peut  être  établie  immédiate- 
ment sur  la  figure. 

288.  Théorème.  Toute  équation  d  trois  variables  repré 
sente  une  surface. 
Soit 

(1)  F[x,yyZ)  =  0, 

une  équation  à  trois  variables  x,  y,  z;  donnons  à  z  une  va- 
leur quelconque  c,  l'équation  proposée  devient  : 

(2)  F{x,y,c)  =  0. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  l'équation  (2)  appartient 
à  un  cylindre  parallèle  à  l'axe  des  z^  d'ailleurs  l'équation 

(3)  X==€, 
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appaiftient  à  un  plan  parallèle  au  plan  xy  ;  donc  l'ens^nble 
des  équations  [%  et  (3)  représente  une  ligne  plane  dont  le 
plan  est  parallèle  au  plan  xy;  il  est  évident  que  les  points  de 
cette  ligne  satisfont  à  Féquation  (1)  ;  d'ailleurs  si  l'on  bit 
varier  c  d'une  manière  continue,  la  ligne  dont  il  s'agit  variera 
de  position  et  de  forme,  ou  de  position  seulement.  Dans  son 
mouvement  cette  ligne  engendrera  une  surface  à  laquelle 
appartiendra  Téqualion  proposée. 

Corollaire  I.  Le  système  de  deux  équations  simultanées  à 
trois  variables  x,  y,  z  représente  une  ligne. 

En  effet,  chacune  des  deux  équations  appartient  à  une  sur- 
face ,  et  le  système  des  deux  équations  représente  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces. 

Il  faut  remarquer  qu'aucune  des  équations  d'upe  ligne  n'est 
nécessaire  ;  en  effets  soient 

F[x,y,z)  =  0,      f(x,y,z)  =  Oy 

les  deux  équations  d'une  ligne;  on  pourra  leur  substituer 
deux  autres  équations  obtenues  en  les  combinant  entre  eUes 
d'une  manière  quelconque.  Si,  par  exemple,  on  élimine  y 
entre  les  deux  équations  proposées;  qu'on  élimine  ensuite  jC 
entre  ces  mêmes  équations,  les  équations  anales 

(^(x,z)  =  0,      ^{y,z)  =  0, 

pourront  être  prises  pour  celles  de  la  ligne  donnée.  Chacune 
de  ces  dernières  équations  représente  un  cylindre  et  elles 
donnent  immédiatement  les  projections  de  la  ligne,  que  l'on 
considère,  sur  les  plans  xz^yz. 

Corollaire  II.  Le  système  de  trois  équations  à  trois  variàbki 
représente  un  ou  plusieurs  points. 
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289.  n  est  aisé  d'établir  les  réciproques  des  propositions 
qu'on  vient  de  démontrer. 

Je  dis  en  premier  lieu  que  toute  ligne  ^  définie  géométri- 
quÊÉient^  peut  être  représentée  parle  système  de  deux  équa- 
tions; eu  eflfet,  si  Ton  coupe  cette  ligne  par  un  plan  parallèle 
au  plan  yz  et  dont  la  coordonnée  x  soit  prise  arbitrairement, 
le  point  d'intersection  sera  déterminé  ;  ses  coordonnées  y  et  z 
dépendent  donc  de  a?,  ou,  en  d'autres  termes,  sont  des  fonc- 
tions de  a?,'  on  a  donc  deux  équations  : 

y=f[x),      z=:cp(a;). 

En  second  lieu,  je  dis  que  toute  surface,  définie  géométri- 
quement, est  représentée  par  une  équation  ;  en  effet,  coupons 
cette  surface  par  un  plan 

(1)  z  =  c, 

parallèle  au  plan  xy  ;  l'intersection  sera  une  courbe  égale  à 
sa  projection  sur  le  plan  xy^  l'équation  de  cette  projection 
contiendra  généralement  la  quantité  c  et  sera  de  la  forme 

(2)  f[x,y,c)  =  0. 
L'équajtion 

obtenue  en  éliminant  c  entre  les  équations  (1)  et  (2), 
aura  évidemment  lieu  pour  tous  les  points  de  la  surface 
donnée. 

290.  La  géométrie  analytique  à  trois  dimensions  a  pour 
objet  l'étude  des  propriétés  des  surfaces  et  des  lignes  dans 
l'espace,  d'après  les  équations  qui  les  représentent. 
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291 .  On  a  vu^  dans  la  première  partie^  combien  est  impoN 
tante  la  théorie  de  la  transformation  des  coordonnées;  nous 
allons  compléter  ici  cette  théorie  et  établir  des  formules  géné- 
rales dont  se  déduisent  immédiatement  celles  qui  sont  rela- 
tives à  la  géométrie  plane* 

Changement  <F origine.  Supposons,  en  premier  lieu,  que 
les  nouveaux  axes  soient  parallèles  aux  anciens  et  quils 
aient  la  même  direction.  Désignons  par  x^y,  z  les  coordon- 
nées d'un  point  relatives  aux  anciens  axes;  par  x'^  yf,  z'  les 
coordonnées  relatives  aux  nouveaux  axes;  enfin  par  a,  6,  c 
les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport  aux  an- 
ciens axes.  Par  les  considérations  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage  (n®  59) ,  on  trouve  immédiatement  : 

x  =  a  +  x',      y  =  b  +  t/'j      z  =  c-{-z\ 

292 .  Changement  de  la  direction  des  axes.  Supposons  que 

Ton  veuille  passer 
des  axes  Oxy  Oy,  Oz 
(fig.  152)  aux  axes 
Ox\  Oy',  oy  ayant 
même  ortgîne  0. 
Nous  désignerons 
par  x^y^z  les  an- 
ciennes coordon  - 
nées  d'un  point  M, 
par  j?',t/',^  les  nou- 
velles coordonnées 

flg.  152.  du   même  point  ^ 

ainsi  on  aiira,  dans  le  cas  de  la  figure  452  : 
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a?  =  +  OQ,      y  =  +  QP,      z=  +  ?M; 
ir'=  +  OQ',      y'=+Q'F,      V^  +  FM. 

Les  deux  contours  OQPM  et  OQTTVf  étant  terminés  aux 
mè[ne6  extrémités  0  et  M  ^  si  on  les  projette  sur  une  ligne 
OX  perpendiculaire  au  plan  yOz ,  on  aura  : 

(OQ)  =  (OQ')  +  (QT')  +  (FU) , 

en  adoptant  la  notation  du  n°  280  et  observant  que  les  pro* 
jections  de  QP  et  de  PM  sur  OX  sont  nulles.  Or,  si  la  dispo- 
sition de  la  figure  a  lieu,  on  a  (OQ)  =sxcosXOx^  ou,  pour 
abréger, 

(OQ)  =  a?cos(Xr). 

Cette  égalité  aura  lieu  encore  si  le  point  Q  est  du  côté  des  x 
négatives;  car  alors  la  grandeur  de  OQ,  au  lieu  d'être  x, 
serait  — a?,  et,  d'autre  part,  il  faudrait  substituera  Pangle 
(Xx)  son  supplément. 
On  aura  de  même  : 

(OQ0=rr'cos(Xa;'),  (QT')  =  y'cos(Xy'),  P'M  =  z'cos(X8'); 
donc 

X  cos  (Xx)  =  a?'  cos  [Xx')  +  y'cos  (Xj^') + z'  cos  (Xz'). 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  x  en  fonction  de  x^,  xf^  z'  et 
des  angles  qui  fixent  la  position  des  nouveaux  axes  par  rap* 
port  aux  anciens.  On  aura  de  même  les  valeurs  de  y  et  de  z, 
en  projetant  les  deux  contours  OQPM,  OQT'M  sur  deux 
droites  OY  et  OZ  respectivement  perpendiculaires  aux  plans 
xOzy  xOy.  On  a  ainsi  les  formules  : 


»^ 
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!arcos(Xa?) = a?'cos(Xa?')  +  y'cos[Xy')  +  2^co&[Xz') , 
y  cos(  Yy) = j?'cos(Ya;')  +  y'cos(Yy')  +  ;5'cos(Y2') , 
z  cos  {Zz) = ar'cos(Zic')  +  y'cos(Zy')  +  z'cos(Zz'). 

La  démonstration  que  nous  venons^  de  donner  est  générale 
et  embrasse  tous  les  cas.  On  en  déduit  immédiatement  les  fo^ 
mules  de  la  géométrie  plane ,  en  faisant  z  ==  0 ,  ^  =  0  et  sup- 
posant que  le  plan  xy  coïncide  avec  le  plan  xy. 

293.  Supposons  que  les  anciens  axes  soient  rectangu- 
laires; les  lignes  OX,  OY  et  OZ  coïncideront  avec  Ox,  Oy,  Oz 
respectivement.  Si  alors  oa  désigne  par  a,  6,  c  les  cosinus  des 
angles  que  fait  Ox  avee  Oa/,  Oy'  et  Oz'  ;  et  par  o',  6',  c';  a",  b%  c" 
les  cosinus  des  angles  formés  avec  ces  mêmes  axes  par  Oy 
et  Oz  respectivement ,  les  équations  (1)  deviennent  : 

fa?  ==  6w?'+  6t/'  +  cz' , 
y  =  a'x'+h'y'+c'z', 
z  =  a''x'+¥i/+&'z'. 

Les  neuf  cosinus,  qui  figurent  dans  ces  équations  (2),  ne 
sont  pas  indépendants  les  uns  des  autres  ;  il  n'y  en  a  que  six 
d'arbitraires;  on  a  effectivement  entre  eux  (n®  281)  les  trois 
équations  : 

b*  +  h'^  +  ¥^  =  i, 

294.  Les  mêmes  formules  (2)  sont  aussi  relatives  au  cas  où 
les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires  en  même  temps  que 
les  anciens;  mais  cette  condition  établit  trois  nouvelles  rela- 
tions entre  les  neuf  cosinus,  en  sorte  qu'il  n'en  reste  plus  que 
trois  d'arbitraires.  On  peut  obtenir  très-simplement,  comme  il 
suit ,  les  trois  conditions  dont  on  vient  de  parler.  Pour  un 
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point  M  situé  sur  Ox  à  une  distance  de  Torigine  égale  à 
l'unité ,  on  a  : 

x*=.a,      y^=by      z'=c; 

les  équations  (2)  deviennent  alors  : 

1  =  a*  +  6^  +  cS 
0  =  aa'+bb'+cc' , 

0  =  aa''+bb"  +  cc'\       . 

On  aurait  six  autres  équations  en  appliquant  les  mêmes 
formules  (2)  à  un  point  de  Taxe  Ojf  ei  à  un  point  de  l'axe  Oz. 
Cela  donne ^  en  résumé^  six  équations  distinctes^  savoir  : 

Ia2  _(_58  -l-c*  =1 ,  [ad  -\-bV  -^ce  =0, 

o'«_|_6's  +  c'»=:l ,        (5)  jaa"+66"+cc"=0, 
a'^î-j.  5''8-|.  c''ï=  i  ^  (  oV'+  6'6"+  cV'=  0. 

Il  est  aisé  d'établir  directement  et  à  priori  qu'il  suflSt  de 
trois  quantités  pour  fixer  la  position  de  trois  axes  rectangu- 
laires par  rapport  à  trois  autres. 

En  exprimant  x'y  y',  z'  en  fonction  de  a?,  y,  z,  on  trouve 
évidemment: 

x'=ax-\-a'y-\-d'z, 
y'  =  bx  +  Vy+b"z, 
z'  =  cX'\'  c'y  -\-  c"z. 

En  appliquant  ces  formules  à  trois  points  situés  respective- 
ment sur  les  axes  Oj:',  Ot/,  Oz'  à  la  distance  1  de  l'origine, 
on  obtiendra  les  équations  suivantes  : 

a^  +  o'^  +  a''*^!,  /a6  +  aV+a'^"=0, 

(6)  {6^+6'*  +  6"*=l,       (7)  [ac  +  aV  +  oV=0, 
c8+c'«+c''*  =  l,        '    (6c  +  6V  +  6V'=0. 
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Mais  il  mi  aisé  de  s'assurer  que  le  système  formé  par  ces  six 
dernières  équations  est  équivalent  au  système  des  six  équa- 
tions (4)  et  (5). 

9115.  Formules  d^Eiiler,  On  peut  exprimer  au  moyen  de  trois  angles 
seulement  les  neuf  constantes  qui  figurent  dans  les  formules  relatives 
au  passage  d'axes  rectangulaires  à  d'autres  axes  rectangulaires.  On  obtient 

ainsi  les  formules  don- 
^/  nées  par  Euler  et  que 

nous  allons  établir. 
Soient  Oa?,  Oy,Ox  les 
anciens  axes  rectangu- 
laires; Oa/,  Oy',  0;f'  les 
nouveaux^  (fig.  153); 
soient  enfin  ON  Tinter- 
section  des  deux  plans 
xy  et  aj'y'.  Nous  dési- 
gnerons par  cp  l'angle 
NOa;,  part^  l'angle  NOa/, 
et  enfin  par  t  Tangle  do 
plan  xy  et  du  plan  s^tf. 
flf.  IS3.  Gela  posé,   imaginons 

une  sphère  décrite  du  point  0  conune  centre  et  qui  coupe  en  A,  B,  G,  A' 
et  N  les  lignes  Ox,  Oy,  Ox,  Oo:'  et  ON;  formons  enfin  les  triangles  sphé- 
riques  NAA',  NA'B,  NA'C.  Les  cosinus  des  côtés  AA',  BA',  CA'  sont  les- 
pectivement  égaux  à  a,  a',  a"  ;  on  a  d'ailleurs  NA=r,  NB^QO*—?! 
NA'  =  +  ,NC  =  90%  A'NB=e,  A'NA=  180«— 6,  A'NC=90«  — 6.  On  t 
donc,  par  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique  : 

a  -=cos9008^— sincpsin^'CosO, 
a'  =  sincp  cos^  -H  coscp  sin  (]/  cos6 , 
a"=  sin  ^  sin  8. 


Il  est  clair  que  les  valeurs  de  b,  b',  b"  se  déduisent  de  celles  de  aya'fa'\ 
en  changeant  ip  en  90*>  +  <!/,  car  ce  changement  fiait  prendre  à  Ox'  la  posi- 
tion Oy'  ;  on  obtient  ainsi  : 

b  = — coscpsin^»— sincpcos^l^cosB, 
b' = — sin  9  sin  ({/ + cos  9  cos  4/ cos  0 , 
b"=co8  «lysine. 
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Enfin  j  pour  avoir  les  yaleurs  de  c,  d,  c",  il  suffit  de  renaplacer,  dam  lat 
valeurs  de  a,  a',  a",  6  par  90"+  6  et  <]/  par  90*;  en  effet,  par  ce  change- 
ment, le  plan  rs'ON  se  change  en  n'O^  et  la  ligne  Ox'  en  Ox\  On  obtient 
ainsi: 

c— sin98inO, 
c'ss'CoscpsinO, 

c"=cos6. 

Ce  <ial  précède  permet  de  ramener  les  formules  de  la  transformation  des 
coordonnées  à  ne  contenir  que  les  trois  angles  9 ,  4^ ,  9. 

M6.  Manière  d*ohtenir  Vintersection  d*unê  surface  par  un  plan. 
Pour  avoir  Tintersection  d'une  surface  par  Tun  des  plans  coordonnés,  le 
plan  xy  par  exemple,  il' suffît  de  faire  x=0  dans  l'équation  de  la  sur- 
face. Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'avoir  l'intersection  d'une 
surface  : 

F(a;,y,;f)  =  0, 

par  un  plan  quelconque  ;  nous  supposerons  les  axes  rectangulaires  et  noui 
changerons  de  coordonnées  en  prenant  pour  plan  des  «y  le  plan  donné. 
Les  formules  à  employer  sont  alors  : 

x=zXq  +  aaf  +  hy'  -\-  ex' , 
y=yo  +  aV  +  6y  +  C;j', 
%=:$.+ a"xf'+  5' V'+  Cy , 

^t  Vof  ^«  ^^^Bjai  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine.  Or,  si  l'on  a  pris 
l'axe  des  x^  parallèle  au  plan  xy,  on  a.<j/=0;  et,  si  l'on  fait  en  outre 
x'=0,  les  formules  précédentes  deviendront  : 

asrflpo+flp'coscp— y' sincpcosB , 
yrrry^-f  aj'sin9+ y'coscpcosS , 
X=jSf,  +  y'sine. 

Après  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  cette  équa- 
tion représentera  l'intersection  demandée. 

297.  Les  formules ,  qui  expriment  les  coordonnées  rela- 
tives à  trois  axes,  en  fonction  de  celles  relatives  à  trois  autres 
axes,  sont  linéaires;  il  s'ensuit  que  le  degré  d'une  équation 
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algébrique  à  trois  variables  ne  change  pas  par  la  transfonna- 
tion  des  coordonnées.  Cela  conduit  à  classer  les  surfaces  algé- 
briques d'après  le  degré  de  leur  équation.  Ainsi  une  surface 
sera  du  premier,  du  deuxième,  etc.,  degré,  suivant  que 
l'équation  qui  la  représente  sera  elle-même  du  premier,  du 
deuxième,  etc.,  degré.  Il  s'ensuit  qu'une  surface  du  degré  m  ne 
peut  rencontrer  une  droite  en  plus  de  m  points;  en  effet,  si 
l'on  prend  la  droite  dont  il  s*agit  pour  axe  des  x,  on  aura 
les  abscisses  x  des  points  d'intersection  en  faisaût  j/=Oet 
z=0  dans  l'équation  de  la  surfacie;  or  l'équation  résultante 
est  au  plus  du  degré  m  et  ne  peut  avoir  plus  de  m  racines 
réelles,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée.  Il  faut 
cependant  remarquer  le  cas  où  l'équation  proposée  se  ré- 
duirait à  une  identité;  alors  la  droite  serait  contenue  tout 
entière  dans  la  surface. 

Remarquons  encore  que  les  sections  planes  d'une  surface 
du  degré  m  sont  généralement  des  courbes  de  ce  même  degré; 
en  effet,  si  l'on  prend  pour  le  plan  xy  celui  d'une  section  faite 
dans  une  surface  algébrique  de  degré  m ,  on  obtiendra  l'équa- 
tion de  la  section  en  faisant  z  =  0  dans  celle  de  la  surface. 
Le  degré  de  Tintersection  sera  donc  en  généiral  égal  à  m. 
Toutefois  il  pourra  être  moindre  que  m ,  dans  quelques  cas 
particuliers;  car  Thypothèse  5?  =  0  peut  faire  disparaître  tous 
les  termes  du  degré  m.  Il  peut  même  arriver  que  tous  les 
termes  de  Téquation  disparaissent;  mais,  dans  ce  cas ,  le  plan 
z  ==  0  fait  partie  de  la  surface  considérée  et  réquation  de 
celle-ci  se  décompose  en  facteurs. 
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CHAPITRE  m. 


DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DU  PLAN. 


BQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE. — ^EQUATION  DU  PLAN. — ^TOUTE  EQUATION 
DU  PRBIOER  DEGRÉ  A  TROIS  VARIABLES   REPRESENTE  UN  PLAN. 

298.  D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  on  peut 
prendre ,  pour  les  équations  d'une  ligne ,  celles  qui  représen- 
tent ses  projections  sur  deux  des  trois  plans  coordonnés.  Par 
exemple^  si  x=ax-{-p  représente  la  projection  d'une  droite 
sur  le  plan  xz;  que  y  =  hz-{-q  représente  sa  projection  sur 
le  plan  yz ,  on  pourra  prendre,  pour  la  droite  elle-même,  le 
système  defi  deux  équations  : 


^^i  \y^bz  +  q. 


Si  Ton  élimine  js  entre  ces  deux  équations,  on  aura  évi- 
demment la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  ocy. 

Les  quantités  p  et  g  sont  les  coordonnées  xeiy  du  point 
oii  la  droite,  représentée  par  les  équations  (1),  rencontre  le 
plan  xy^  en  effet,  on  a,  pour  ce  point,  z  =  0;  par  suite, 
ces  équations  donnent  x=p ,  y  =  q. 

Le  cas  d'une  droite  parallèle  au  plan  xy  n'est  pas  com- 
pris dans  ce  qui  précède;  car  les  projections  sur  les  plans 
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XX  et  yz  sont  représentées  par  une  même  équation  de  la 
forme: 

il  faut  joindre  alors  à  cette  équation  celle  de  la  projection 
sur  le  plan  on/  et  qui  a  la  forme  : 

y  =  oa:  4"  '• 

299.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  l'équation  da 
plan.  Soient  I  (fig.  154)  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 

de  TorigineO  surun  plan  donné, 
et  M  un  point  quelconque  de  ce 
plan  ;  les  coordonnées  Xy  y,  z  du 
point  M  ont  pour  valeurs  abso- 
lues les  droites  OQ,QPetPM. 
Nous  désignerons  en  outre  parp 
la  longueur  de  la  perpendicu- 
laire 01 ,  et  par  a,  6,  ^  les  angles 
que  fait  sa  direction  avec  les 
axes  des  coordonnées.  Gela 
flg.  154.  posé,  la  projection  sur  la  direc- 

tion 01  du  contour  OQPMI  sera  évidemment  égale  à  01  ou  p; 
on  aura  donc,  en  observant  que  la  projection  de  MI  est  nulle  : 


ou 


(OQ)+(QP)  +  (PM)=p, 
ircosfli  +  ycosê+j'fcosY — p=0, 


Remarque.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  raisonnement  subsiste 
dans  le  cas  de  p = 0  ;  alors  la  projection  du  contour  que  nous 
avons  considéré  est  nulle,  et  on  a  simplement  pour  l'équa- 
tion du  plan  : 

ojcos  a  +  j/cos6  4"^  <*'<>s  Y =0. 
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300.  On  voit^  par  ce  qui  précède  ^  que  Téquation  du  plan 
est  du  premier  degré.  Réciproquement  toute  équation  du 
premier  degré  représente  un  plan.  Cette  propriété  résulte  de 
ce  qui  a  été  dit  au  vfi  297;  effectivement,  Téquation  du  pre- 
mier degré  représente  une  surface;  en  outre,  cette  surface 
ne  peut  rencontrer  une  ligne  droite  qu'en  un  seul  point, 
à  moins  de  la  contenir  tout  entière  ;  ce  qui  est  la  propriété 
caractéristique  du  plan. 

TROUVER  LES  éOCATIONS  d'uNS  DROITE:  i^^QUI  PASSE  PAR  VEUX  POINTS 
donnés;  2**  QUI  PASSE  PAR  UN  POINT  DONNE  ET  QUI  SOIT  PARAL- 
LÈLE A  UNE  DROITE  DONNÉE. 

301.  Supposons  d'abord  qu^il  s^agisse  de  trouver  les  équa- 
tions d'une  droite  menée^  par  un  point  donné,  parallèlement 
à  une  droite  donnée. 

Première  solution.  Si  deux  droites  sont  parallèles,  il  est 
évident  que  leurs  projections  rectangulaires  ou  obliques  sur 
un  même  plan  sont  parallèles  ;  réciproquement ,  deux  droites 
sont  parallèles  si  leurs  projections  sur  deux  plans  qui  se 
coupent  sont  parallèles.  Il  résulte  de  là  que  les  conditions  du 
parallélisme  de  deux  droites 

f  x  =  az  +  p  f  x  =  a'z+p' , 

[y=bz  +  q  {y  =  b'z  +  q'  r 

sont  : 

a  =  a'  y      b=:b'. 

Cela  posé ,  on  peut  supposer  que  la  droite  donnée  passe 
par  l'origine  des  coordonnées.  Soient  alors 

x  =  azy      yzzzbzj 
les  équations  de  cette  chx)ite.  ly après  ce  qui  a  été  dit  (n»  298), 
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les  équations  de  la  droite  demandée  auront  la  forme  : 

x  =  az  +  p,      y  =  bz  +  q; 

eiy^œ^y  y',  z'  désignent  les  coordonnées  du  point  donné,  on 
aura  : 

af  =  az!+p,      y'=bz!  +  q, 

équations  qui  donnent  les  valeurs  de  p  eiq;  d'après  cela,  les 
équations  de  la  droite  demandée  seront 

X'^af=ia(z — z!)  y    y — yf=^b{z — z!). 

Deuxième  solution.  Soient  W(xf,y',z')  (fig.  4S5)  le  point 

donné  de  la  droite  de- 
mandée D,  et  M(rc,î/,«) 
un  autre  point  quel- 
conque de  cette  droite; 
les  coordonnées  des 
points  M  et  M'  seront 
représentées  en  valeur 
absolue  par  OQ,QP,PM 
et  OQ',  QV,  PTA'.  Gela 
posé,  si  l'on  projette  sur 
une  droite  OX  perpen- 
#1*8-  «55.  diculaire  au  plan  yz  le 

contour  QPMMT'Q'  et  la  ligne  résultante  QQ',  on  aura,  en 
faisant  abstraction  des  projections  qui  sont  nulles  : 

(QQ')=:(MM'); 

si  Ton  désigne  par  p  la  distance  MM'  et  par  les  notations 
(X^r),  (Da?)  les  angles  formés  par  la  droite  OX  avec  Taxe  Ox 
et  avec  la  droite  D,  l'équation  précédente  deviendra  : 

(x  —  x')  cos  [Xx)  =  p  cos  (DX). 
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On  voit^  d'après  cela,  que  si  Ton  considère  deux  autres 
droites  OT^  OZ  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  xz 
et  rpy^  on  aura  : 

(a?— a?')cos(Xa?)  _  (y— V)cos(Yy)  __  (jg— Jt'jcos^Zg) 
cos(DX)       "■       cos(DY)       ■"       cos(DZ)      ' 

car  chacune  de  ces  trois  quantités  exprime  la  distance  p. 

Deux  quelocniques,  des  équations  renfermées  dans  la  for- 
mule précédente^  peuvent  être  prises  pour  celles  de  la  droite. 
Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  les  équations  de  la  droite 
D  peuvent  s'émre  : 

X — oi y — y'^.^ — *' 

COSa  C0S6         COSY  ^ 

en  désignant  par  a,  6,  y  ^^  angles  que  forme  Fune  des  direc- 
tions de  cette  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 

SOS.  Supposons  maintenant  qu^il  s'agisse  de  trouver  les 
équations  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
(^,  y',  z') ,  (a/',  y",  z'%  La  droite  passant  par  le  point  {x^,  y*,  «') 
aura  des  équations  de  la  forme  : 

x^xf^aiz—z'),    y—i/'  =  b{z—z'), 

quels  que  soient  les  axes  des  coordonnées.  Msds^  puisque 
cette  droite  passe  par  le  point  (ar",  y",  z'%  on  aura  : 

a/'—af^a[z'—z');    y"— y =&(«"— jz'); 

d'où  l'on  tire  : 

Les  équations  de  la  droite  demandée  sont  donc  : 

25 
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DETERMINER  LE  POINT  D^INTERSECTION  DE  DEUX  miOITKS 
DONT  ON  CONNAIT  IiES  iQUATÎONS.. 

30S.6oi6i)t 
et 

Ifig  équations  des  deux  droitoi  données*  Si  ces  droltas  se 
coupent^  les  coordonnées  de  leur  point  d'interaecticm  davrottt 
vérifier  les  quatre  équations  (1)  et  (2)^  ce  qui  exige  qu'on  ait 
la  condition  : 

Si  cette  condition  a  lieu ,  on  aura  rint(^[*section  deoiAQdée 
en  tirant  les  valeurs  de  x^y,  z  de  trois  quelconques  d^ 
équations  (1)  et  (2). 

'^Ï^V  FAIRE  PASSER  UN  PLAN:  1°  PAR  TROIS  POINTS  DONNES;  2**  PAR  UN 
POINT  DOïmé,  PARALLÈLfiMENt  A  tJN  PLAN  DONNÉ;  3®  PAR  UN  POINT 
BT  PAR  un  DROITV  D01WB8« 

504.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  faire  passer  un  plan  par 
trois  points  donnés  [x%  y',  /) ,  (aï",  y%  z^) ,  {x'\y'"^  z"").  Soit 

(1)  Ax+By  +  C^+DteO, 

réquation  du  plan  demandé.  Ce  plan  passant  par  le  point 
{x',y',z'),  on  aura  :| 

AaZ  +  By+Cl'  +  DsrO; 
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tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  D,  pour  la  porter  dans 
l'équation  (1),  celle-ci  devient  : 

(2)  A(a?— a^O+Bty— îO+C(«-«')=»; 

elle  est  alors  l'équation  générale  des  plans  qui  passent  par  le 
point  {afy  %/y  n^).  Mais,  puisque  le  plan  représenté  par  Téqua- 
tion  (2)  doit  contenir  le  point  (a/',  y",  z'^ ,  on  aura  : 

A[a/'-^af)+B{f—y')  +  G[zf'—z')=0', 

si  Voa  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  B  pour  la  porter 
dans  l'équation  (2) ,  il  vient  : 

(3)  k[(r-y'){x-af)-{x'^-oc'){y-y')] 

cdie  équation  (3)  est  celle  des  plans  qui  passent  par  deux 
points  donnés.  Si  le  plan  qu'elle  représente  passe  en  outre 
par  le  point  («",  y"',  z^,  on  aura  : 

+c[(!/"-»')(^'"-i«')-{'8"-'^)(y'-y')]=o;     • 

si  Ton  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  Â  pour  la  porter  dans 
l'équation  (3) ,  û  vient  : 


{f-y^){x"'^a/)—{x^^—af){y'"—y') 

Telle  est  l'équation  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points 
donnés. 
Remarqua.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  cette  équation  se 
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réduit  à  ime  identité  dans  le  cas  où  les  trois  points  donnés 
sont  en  ligne  droite ,  auquel  cas  le  problème  est  indéta*- 
miné. 

508.  Nous  allons  traiter  par  d'autres  considérations  le  cas 
particulier,  où  il  s'agit  de  faire  passer  un  plan  par  trois  points 
respectivement  donnés  sur  les  trois  axes  ;  cela  revient  à  trou- 
ver l'équation  d'un  plan^  connaissant  les  points  où  il  coupe 
les  axes  des  coordonnées.  Soit 

l'équation  du  plan;  si  l'on  y  bit  y  =  0  et  jr  =  0,  il  vient 
â?= — -;  nous  désignerons  par  a  cette  valeur  de  a;  qui 

est  donnée,  et  l'on  aura  :  A  = :  on  trouvera  de  même: 

a  ' 

B  =  —  -,  0  = ;  b  et  c  étant  des  quantités  données. 

Mettant  pour  A,  B,  C  ces  valeurs  dans  l'équation  du  plan^ 
il  vient  : 

X     v      z 

abc 

L'équation  du  plan  sous  cette  forme  est  souvent  employée. 
306.  Si  deux  plans 

(i)  Aa?4-By+Cjj  +  D=:0, 

(2)  A:x  +  B'y+Gz+jy=0, 

sont  parallèles ,  leurs  traces  sur  les  plans  coordonnés  sont 
aussi  parallèles.  Les  traces  des  plans  (1)  et  (2)  sur  le  plan  x}i 
ont  pour  équations  : 

Ar+By  +  D=0, 
-f  A'ir  +  B'y  +  iy=:0; 
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pour  que  ces  deux  droites  soient  parallèles  >  il  faut  et  il  suffit 
que  Fon  ait  : 

A  _B 

A'""B'* 

On  peut  conclure  de  suite  que  si  les  plans  (1)  et  (2)  sont  pa- 
rallèles^ on  a  ; 

A_B_C 
A'""B'""C'* 

Réciproquement^  si  ces  conditions  ont  lieu^  les  plans  (i) 
et  {¥j  sont  parallèles  ^  puisqu'ils  contiennent  respectivement 
deux  angles  dont  les  côtés  sont  parallèles. 

En  résumé  ^  pour  que  deux  plans  soient  parallèles^  il  faut 
et  il  suffit  que  les  coefficients  des  variables  soient  proportion- 
nels; et)  comme  on  est  maître  de  disposer  à  volonté  de  Tun 
des  coefficients^  on  peut  dire  que  les  conditions  du  parallé- 
lisme de  deux  plans  consistent  dans  Tégalité  des  coefficients 
des  variables.  Cela  posé^  supposons  qu'il  s'agisse  de  mener 
par  un  point  (afy  y' y  si)  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné 

Ar+By  +  C«+D=0. 

D'après  ce  qui  précède ,  le  plan  demandé  aura  une  équation 
de  la  forme  : 

Aa?+By+Cl?+D'=0. 

On  déterminera  D'  par  la  condition  que  le  plan  demandé 
passe  par  le  point  (aiifi/jz!),  et  alors  l'équation  de  ce  plan 
sera  : 

307.  Supposons  enfin  qu'il  s'agisse  de  fidre  passer  un 
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piiD  par  un  point  donné  (oEfyy^,  jk')  et  par  une  droite  donnii 

Si  X  désigne  un  coeflScient  indéterminé^  il  est  évident  que 

(jj— or— p)4-My — bz—q)=0 

sera  Féquation  générale  des  plans  passant  par  la  droite  don- 
née. Pour  avoir  un  plan  passant  par  le  point  [x',  y',  si)  ^  il  &ut 
déterminer  X  par  la  condition 

(-r'_ai'-p)+X(^-6i'-,)«0; 

si  l'on  tire  de  là  la  valeur  de  X  et  qu'on  la  porte  dans  l'équa- 
tion précédente^  il  vient  : 

x—ax—f       y—hz—q  ^^ 
od—asi—p      y'—hsi—q         ' 

équation  qui  est  oeDe  du  plan  demandé. 

CONNAISSANT   LES  EQUATIONS  DI  DKDX  PLANS  ^    TROUVER  LBS 
PROJECTIONS   DE  LEUR  INTERSECTION. 

308.  Soient 

Aflp+By-fC«+D=0, 

Mx+B'y-\-Gz+V=Oy 

les  équations  des  deux  plans  donnés  ;  on  aura  évidenufient 
la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  xz ,  en  éliminant  jf 
entre  ces  deux  équations;  il  vient  ainsi  : 

(AB'-#BA>-f(CB'— BC>+DB'— BD'=:0. 
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On  aura  d'une  manière  semblable  les  projeoiiona  sur  les  deux 
autres  plans  coordonnés. 
Les  équations  de  ces  projections  sont  impossibles^  si  l'on  a  : 

A'^B'  —  C' 

mais  alors  les  plans  «ont  parallèles^  ainsi  qu'on  Ta  vu 
(n«  306). 

TRomnn  i.'iiiTBii«iCTioN  »'u]9B  PRorns  n  d'un  puh  wxtn  on 
309«  Soient 
l'équation  du  plan  donnée 

edlat  de  la  droite  donnée;  on  aura  les  coordonnées  du  point 
d'intersection  demandé  en  résolvant  les  équations  (i)et(2} 
par  rapport  à  m, y^z;  on  trouve  ainsi  : 

Ap  +  Bg  +  D  ^Ap  +  Bjf  +  D 

Aa  +  B6+C'  Aa  +  Bft  +  C"'"^' 

AM:Bq  +  D 
*  ^Aa  +  BA  +  C  +  ^' 

Ces  valeurs  sont  infinies,  si  ka+Bb-^-C  est  nulle  et  que 
Ap^i^B^^-D  ne  le  soit  pas.  Tl  en  résulte  que  la  condition  du 
parallélisme  du  plan  (1)  et  de  la  droite  (S)  est 

Aii  +  B*  +  G=0. 
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$  l'on  a  en  outre  : 


Ap+Bg+D=0, 


la  droite  (2)  est  tout  entière  contenue  dans  le  plan  (1). 

GOIQIAISSANT   LBS   GOORDOmŒES   DE   DEUX   POINTS^  TROUVER 

LEUR  DISTAHGE. 

% 

310.  La  solution  de  cette  question  se  déduit  immédiate- 
ment de  la  formule  qui  fait  connaître  l'expression  de  la  dia- 
gonale d'un  parallélipipède  donné.  L'expression  dont  il  s'agit 
a  été  obtenue  (n""  281)  pour  le  parallélipipède  rectangle. 
Nous  allons  traiter  la  même  question  pour  le  parallélipipède 

oblique.  Soit  le  parallélipipède 
OABCO'A'B'C'  (fig.  456).  Dési- 
gnons par  a,  b,  c  les  arêtes  oon- 
tiguës  OA,OB,  OC';  par  a,  6,  y 
les  angles  BOG',  C'O  A  et  AOB  que 
forment  ces  arêtes.  La  figure 
OCffG  est  un  parallélogramme, 
fig.  ise.  par  suite  la  somme  des  carrés 

des  diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  quatre 
côtés;  on  a  donc: 


00'  4.GG'  =2c  +20C*; 

mais  le  triangle  OAC  donne  : 

OC*  =  a*  +  6*  —  2a6  cos  OAC  =  a*  -f  6*  +  2a6  cos  f  ; 
donc 
(1)     0&'  +  CG'*  =  2a«  -f  26*  +  2c*  +  4a6  cos  y. 
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On  trouverait  d'une  manière  semblable  : 

(2)  ÔO*  +  Bff*  =2a*  +26*  +  2c«  +  4accos6, 
et 

(3)  BB^  +  CC'*  =2a*  +26*  +  2c«  —  46cco8a; 

si  Ton  ajoute  les  équations  (1)  et  (2)  et  qu'on  retranche  du 
résultat  Féquation  (3),  il  viendra ,  en  désignantOCy  par  d.- 
ri*  =  a*  +  6*  +  c*  +  2(i6cos  y  +  2occos  6  +  26c  cos  a. 

311.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  trouver  la 
distance  d  de  deux  points  A(x,  y,  z)y  B(afy  y',  z')  ;  nous  dési- 
gnerons par  oc^S^Y  1^  angles  yOzjxOz,xOy.  Cela  posé^  me- 
nons par  chacun  des  points  A  et  B  trois  plans  parallèles  aux 
plans  coordonnés;  les  arêtes  contiguês  de  ce  parallélipipède 
seront  égales  aux  valeurs  absolues  de  x — aî',y — y'yZ — «'j 
en  outre  ;  si  ces  différences  sont  positives^  les  angles^  formés 
avec  les  axes  par  les  côtés  du  parallélipipède  qui  partent  du 
point  A ,  seront  a,  6,  y*  ^  &ura  donc  : 

^^={x-af)^+(y-y'Y+(z-z')^+i[x-x'){y-y')cost 
+2(j:— x')(;8— i')cos6  +  2(y— y')(js— y)cosa. 

La  même  formule  aura  lieu  ^  si  les  différences  ne  sont  pas 
toutes  positives;  en  effets  si  x — x'  était  négatif,  il  faudrait 
changer  son  signe  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trou- 
ver ;  mais  il  est  évident  qu'il  faudrait  en  même  temps  chan- 
ger 6  et  y  dans  leurs  suppléments,  ce  qui  ne  produit  aucun 
changement  dans  l'équation.  On  voit  ainsi  que  la  formule  pré- 
cédente est  générale;  cette  formule,  dans  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires ,  se  réduit  à  : 

h*=(x-x^)-  +  (y-tfy  +  {z-z')\ 
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d'un    point    DONNé  ABAISSER    UNE   PERPENDICULAIRE    SUR  CN  VUM] 
TROUVER    LE    PIED    ET     U    GRANDEUR     DE    IX     rEVIllDlGIIUIRK 

(coordonnas  rectangulaires). 

312.  PoiiP  qu'un  plan  soit  perpendknilaipe  h  uike  droite)  il 
faut  et  il  suffit  que  les  traces  du  plan  sur  deux  plans  perpen- 
diculaires soient  respectivement  perpendiculaires  aux  projeo 
tions  de  la  droite  sur  ces  plans. 

Soient 

Aj?4-By  +  Cz4-D=0, 

f  équation  d'un  plan  et 

les  équations  d'une  droite.  Les  traces  du  plâA  sur  les  piim 
XX,  ysÊ  auront  pour  équations  : 

Les  conditions  de  perpendicnlarité  sont  donc  : 

A  — Ca  =  0,       B— C*=0. 

513.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  par  un  point 
(x'y  y' y  si)  une  droite  perpendiculaire  au  plan 

(1)  A«+By  +  Gs  +  Da8i0< 

Les  équations  de  la  droite  seront  de  la  forme 


et^  puisqu'elle  doit  être  perpendiculaire  au  plan  donné  j  on 
a  : 
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Les  équations  de  la  droite  demandée  sont  donc  : 

Pour  avoir  l'intersection  du  plan  donné  avec  la  droite  (2) , 
nous  écrirons  l'équation  du  plan  sous  la  forme  : 

(3)  A{x—af)+B{y'^')+C{z—z!)+(Ajf+By'+Cz'+J))  =0. 
Des  équations  (2)  et  (3]  on  tire  : 
(A\         ^     ^'-     C{Aaf+Byr+U+ï))^ 

cette  formule  fait  connaître  la  coordonnée  z  du  point  d'in- 
tersection demandé.  Les  équations  (2)  donnent  ensuite  x  et  y. 
Désignons  par  d  la  distance  du  point  donné  au  plan 
donné;  on  aura  : 

ou^  à  cause  des  équations  (2)  et  (4) , 

"•        A*  +  B*4.C«        ' 
et 

Ax'+BiZ+Cz'+B 


d  = 


V/A«  +  B*+C* 


Remarque  I.  Si  Ton  supprime  les  accents  dans  Téquation 
précédente,  il  vient: 

Ax  +  By  +  ûg  +  D=dv/Â*+BH^ 

Ce  qui  montre  que  le  premier  membre  de  réquatioh  d^un 
plan ,  quand  on  y  remplace  â?^  y>  i  par  les  coordonnées  d'un 
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point  quelconque  de  l'espace^  est  proportionnel  à  la  distance 
de  ce  point  au  plan. 

Remarqua  IL  Si  Ton  prend  l'équation  du  plan  sous  la 
forme 

aîOOSa+yoosfi+jgcosY — p=0, 

la  distance  du  point  (x,  y ,  jr)  à  ce  plan  sera  simplement  : 

±:(arcosa+SCOs64-*cosY — p)- 

Remarque  III.  Pour  men^^  par  une  droite  donnée^  un  plan 
perpendiculaire  à  im  plan  donnée  il  suflSt  de  mener  par  h 
droite  donnée  un  plan  parallèle  à  une  droite  perpendiculaire 
au  plan  donné, 

MENER  y  PAR  UN  POINT  DONNE  ^  UN  PLAN  PERPSNDIGULAIRB  A  UNE 
DROITE  DONNÉE  (COORDONNEES  RECTANGULAIRES). 

314.  Soit  (x'f  y' y  js')  le  point  donné  par  lequel  il  faut  me- 
ner un  plan  perpendiculaire  à  la  droite 

x  =  az+py      y=bz  +  q; 

le  plan  demandé  passant  par  le  point  {x'y  y',  z') ,  son  équa- 
tion sera  de  la  forme 

A(x-xf)  +  B(s-ï')  +  C{z-z') = G  ; 

en  outre  ^  puisqu'il  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée, 
on  aura  : 

A  B  ' 

l'équation  du  plan  demandé  sera  donc 

a[x—af)-\-b{y—y')-i-(x—^)  =  0. 
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XENBR  PAR  UN  POINT  DONN^  UNE  PRRPENDICULAIRB  A  UNE  DROITE 
DONNÉE^  DÉTERIONER  LE  PIED  ET  LA  GRANDEUR  DE  CETTE  PER- 
PENDICULAIRE (cOORDONNiES  RECTANGULAIRES). 

518.  Soient  (a/,  y',  z')  le  point  donné ,  et 
(4)  x=az+p,      y=bz  +  qf 

les  équations  de  la  droite  donnée.  L'équation  du  plan,  mené 
par  le  point  donné  perpendiculairement  à  la  droite  donnée , 
est  : 

(2)  a(x--af)  +  biy-i/)+(z-z')=0; 

celle  du  plan  mené ,  par  le  point  donné  et  par  la  droite  don- 
née  ^  est  : 

X — az — p y — bz — q 

x' —  az' — p  ""  yf —  bz' —  q  ' 

ou ,  si  Ton  veut , 

(a:-^)-a(z-Z-)  ^  (y-y')-b(z-z')^ 
^  '  xf — az' — p  y — bz' — q 

La  perpendiculaire  demandée  est  donc  représentée  par  les 
équations  (2)  et  (3).  On  aura  évidemment  le  pied  de  cette 
perpendiculaire  en  résolvant  les  équations  (1)  et  (2)  par  rap- 
port à  Xy  yetjK. 

On  peut  écrire  de  la  manière  suivante  les  équations  des 
projections  de  la  droite  donnée  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés^ 

(x—x') — a(z — «')=  —  [x' — az! — p) 

(4)       {   (y^yr)^b{z--Z')=-(tf^b^~q) 

l{x —xf)— a(îf  —  yf) = («V'—  bx^+bp— aq). 
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Si  Ton  élève  au  carré  Téquation  (2)  et  les  équations  (4) ,  puis 
que  l'on  ajoute  ensuite^  il  vient  : 

Si  donc  on  désigne  par  d  la  distance  du  point  donné  à  la 
droite  donnée^  on  aura  : 

il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  même  formule  peut  s'écrire  de 
la  mamèrç  suivante  : 


d=  s/(af-^f+i^-^Y+^*-^^^^=^^=p^ 


CONNAISSAlfT  LES  lÊQUATIONS  d'uNB  DROITE^  D^tERMIKER  LCS  AH6LIS 

de  cette  droite  avec  les  axe3  des  coordonnees  (coordonnées 
rectangulaires)* 

316.  Menons^  par  l'origine  des  coordonnées ,  une  paral- 
lèle à  la  droite  donnée^  et  soient 

(i)  x  =  azy      îf  =  6j2, 

la»  équations  dd  c^te  parallèle.  Désignons  par  <^6^f]mm' 
gles  formés  avec  les  axés  par  l'une  des  deux  directions  OM 
de  la  droite  donnée.  Prenons  sur  cette  direction  une  longueur 
OM  égale  à  l'unité  linéaire.  Le^  coordonnées  du  point  M, 
qui  sont  cosçc ,  cosë^  cos  y>  satisfont  aux  équations  (1);  on  a 
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dono: 

(2) 
d'ailleurs , 
(3) 


cosa=acosY>    cos6  =  6cosy; 


coeHi  +  cos*6  +  coe'Y = ^  > 


A  Vùu  tire  des  équations  (2)  et  (3)  ; 


eos« 


v/â*+?+T 


h  1 

=,coSY= 


«■  ■  ■ »  I 


v/a*+6«+4 


Dans  ces  formules,  le  radical  doit  être  pris  partout  avec  le 
même  signe;  mais  ce  signe  est  indéterminé.  Le  signe  -j-  con- 
vient à  Tune  des  directions  de  la  droite  donnée,  le  signe  — 
à  l'autre  direction.  Effectivement  les  deux  directions  de  la 
droite  font  avec  la  direction  d'un  même  axe  des  angles  sup- 
plémentaires. 


TROUVER  l'angle  DE  DEUX  DROITES  DONT  ON  CONNAIT  LES  ÉQUATIONS 

(OOOUDOIIMBBS  RSGTANaia»AIRES). 

517.  Soient  Ou  et  Ow'  deux  droites  données  (%  157); 

désignons  par  a,  6,  y  ^^^  angles  que 
forme  Oi^  avec  les  axes  des  coor^ 
données  ;  par  a ,  6',y  1^  angles  que 
forme  Ou'  avec  ces  mêmes  axes; 
enfin  par  6  Tangle  tiOw'.  Prenons 
sur.Otf  une  distance  OM  égale  à 
Tunité  linéaire;  abaissons  MP  per- 
pendiculaire sur  le  plan  xy  et  PQ 
perpendiculaire  sur  Ox.  Les  pro- 
ftg.  isT.  jections  sur  Ou'  du  contour  OQPM 
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et  de  la  ligne  résultante  OM  sont  égales.  On  a  donc ,  d'après 
la  notation  déjà  employée  : 

(0M)  =  (0Q)  +  (QP)  +  (PA1). 

OrOQ=:dicosa;  et,  si  le  signe  -f- &  lî^u,  l'angle ii^OQ  est 
égal  à  a',  tandis  que  cet  angle  est  égal  à  iSO*" — a'  dans  le 

■ 

cas  contraire.  La  projection  (OQ)  est  donc  égale,  dans  tous  les 
cas,  à  cosa  cos  oc'  ;  on  verrait  de  même  que  les  projections  (QP) 
et  (PM)  sont  respectivement  cos6  cosff,  cos  y  cosf';  d'ailleurs 
(OM)  est  évidemment  égale  à  cos  0  ;  donc 

cos  6  =  cosa  cosa' -|- cos6  cos  fi' 4"  <^s  Y  cosy'. 

Supposons  maintenant  que  les  droites  données  aient  pour 
équations  : 

x=zax  y        yz=zbz  i 
x=a'z,        y=zb'z. 

On  a: 

a  ^  b  1 

CQStt=--—  f  C0SO=:  "j  COSY= 


de  même  : 

COSa'=-— r==,  COSo'=-— rr==: ,  C0S7= 


^rf^+b'^+i  ^a'*+6'«+i  ^a!^+V'+i 

Donc 

aa!+bV+i. 

cose= 


>/a*+6*+i  ^a!*+b'^+i 


Remarque  L  Si  les  droites  données  sont  perpendiculaires 
Tune  à  Tautre,  on  a  cosO=0;  et ,  par  suite,  la  perpendicu- 
larité  des  deux  droites  est  exprimée  par  Tune  ou  l'autre  des 


..'*??  ■'- 
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deux  équations  : 

cosa  cosa'  +  cos6  cos6'  -f  cos  Y  cosy  =  6 , 
aal  +  bb'  +  i  =  0. 

La  première  de  ces  conditions  s'est  déjà  présentée  immé- 
diatement à  nous  dans  la  théorie  de  la  transformation  des 
coordonnées. 

Remarque  //.  On  trouve  aisément  que  la  valeur  de  sinO  est  : 

3i^  ^  ^  s/(^^=^?+  (fc-  br+  [ab'-Mf       • 

Pour  que  sinO  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait: 

a  =  a'y  b  =  6'. 

On  retrouve  ainsi  les  conditions  y  déjà  obtenues ,  du  parallé- 
lisme de  deux  droites. 

CONNAISSANT  l'ÉQUATION  d'uN  PLAN^  TROUVER  LES  ANGLES  Qu'iL  FAIT 
AVEC  LES  PLANS  COORDONNÉS  (COORDONNEES  RECTANGULAIRES). 

318.  Soit 

Aa:  +  By  +  C5  +  D=0, 

Péquation  d'un  plan;  désignons  par  a,  6,  y  I^s  angles  que  ce 
plan  fait  avec  les  plans  yz^xz^eX  xy.  La  perpendiculaire  abais* 
sée  de  Torigioe  sur  le  plan  perpendiculaire  dont  les  équations 
sont  : 

A  B 


«=n^>      V=n^y 


fera  évidemment  aussi  les  angles  a,  6^  y  ^vec  les  axes  des  x^ 
des  y  et  des  z  ;  on  aura  donc  : 

2C 


1 
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A  .  B  C 

cosa=— -  f  cos6=-—  j  coSY= 


DimuimER  l'angle  db  deux  flans  (goordonn^ps 

RBCTANGULAmES). 

519.  Soient 

Aa;  +  B»  +  C«-f  D  =  Oy 
A!x+B'y+Gz+U=0, 

les  équations  des  deux  plans  donnés^  0  l'angle  qu'ils  font 
entre  eux;  les  perpendiculaires  abaissées  de  Torigine  sur  ces 
pl#QS  ^  perpendii^ulaires  qui  ont  pour  équations  : 

A  B 

G    '    ^      G    ' 
A'  B' 

îOijA  ent|!e  elles  Tangle  0  ;  pn  a  donc  : 

ÀA'+BB'+CC' 


cos6  = 


Slh}+  B*+  G*  v/A'*+ B'*+ G'« 


Remarque  I.  La  condition  ^  pour  que  les  deux  plans  donnés 
soient  perpendiculaires ,  est  : 

AA-|-BB'  +  CG'  =  0. 

Remarque  IL  La  valeur  de  sinB  est  : 


.   ,     4/{BG'—  GBT  +  ( AG'—  GA)«  +  ( AB'—  BA')* 
sin 6=  i^ '    '  ^  V  ^        L- 

^A«+B«+G*  v/A'*+B'*+G'« 
pour  que  l'angle  6  soit  nul .  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  : 
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ABC 


A'""B'       C" 

on  retrouve  ainsi  les  conditions  du  parallélisme  de  4oux 
plans. 


TROUVER  l'aNGLB  d'uHE  DROITE  ET  d'uN  PLAN  (cOORDOIfNiBS 

rectangulaires). 

3SB0.  Soient 

Ax  +  By  +  Cz  +  ï>  =  0 , 

réquatioD  du  plan  donné; 

a?=as  +  p,        y^bx  +  q, 

celles  de  la  droite  donnée.  La  perpendiculaire  au  plan,  jfaegté/e 
par  l'origine^  a  pour  équation^  : 

A  B 

or  cette  droite  fait  avec  la  droite  donnée  un  angle  complé- 
mentaire de  l'angle  6,  formé  par  celle-ci  avec  le  plan  donné. 
On  a  donc  : 

sin  6  =  ^— — '  j 

et 

co,^^  )/(A-CaY  +  (B-CbY  +  {Ab-Ba)\ 

Remarque.  La  condition^  pour  que  la  droite  donnée  soit 
parallèle  au  plan  donné ,  est 
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Aa  +  Bfe  +  C=:0; 

c'est  la  même  que  nous  avons  trouvée  déjà  par  d'autres 
considérations. 

On  retrouve  aussi  les  conditions  de  perpendicularité^  en 
égalant  à  zéro  le  numérateur  de  cosO;  savoir  : 

A— Ca  =  0,      B— C6  =  0. 


Questions  à  résoudre. 

I.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  données 
par  leurs  équations. 

Pour  avoir  la  grandeur  de  cette  plus  courte  distance,  on 
fera  pass^  par  les  deux  droites  données  deux  plans  parai- 
I^es^  et  on  dierchera  la  plus  courte  distance  de  ces  deux 
plans.  Pour  avoir  les  équations  de  la  droite  sur  laquelle  est 
Ktuée  cette  plus  courte  distance ,  on  mènera  par  chacune 
des  deux  droites  données  des  plans  perpendiculaires  aux 
deux  premiers. 

II.  Trouver  Téquation  d'une  sphère  dont  le  centre  et  le 
rayon  sont  donnés. 

lU.  Étant  donnée  Féquation  d'une  sphère  (coordonnées 
rectangulaires)^  trouver  l'équation  du  plan  tangent  en  un 
point  donné  de  cette  sphère. 

IV.  Trouver  Féquation  générale  des  plans  tangents  à  une 
sphère^  menés  par  un  point  extérieur.  En  déduire  Téquation 
du  plan  qui  passe  par  les  points  de  contact  de  cette  sphère 
avec  tous  les  plans  tangents. 


• , 
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CHAPITRE  ly. 

SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


ELIAS    SE    DIVISENT  EN  DEUX  CLASSES  :  LES  UNES  ONT    UN    CENTRE^ 
LES  AUTRES  n'en  ONT   PAS.  COORDONNEES  DU  CENTRE. 

521  •  On  nomme  centre  d'une  surface  un  point  qui  divise 
en  deux  parties  égales  toutes  les  c(Hdes  qui  y  passent. 

Théoràhe.  Si  un  centre  d^une  surface  est  pris  pour  origine 
des  coordonnées  rectilignes^  Véqtuition  de  cette  surface  ne 
change  pas  lorsqu'on  y  remplace  x^y^z  par  — a?, — y, — z. 

Réciproquement,  si  V équation  d'une  surface  ne  change  pas 
lorsqu'on  y  remplace  x^y^  z  par  — x^ — y  y  — z,  Porigim  4$$ 
coordonnées  est  un  centre  de  la  surface. 

V  Supposons  que  Forigine  0  (fig.  i58)  soit  un  centra 

d'unesurface;joignons 
M  un  point  quelconque  M 

de  la  surface  au  centre 
0,  et  prdongeons 
OM  d'une  quantité 
OM'  =  OM;  le  point 
M' sera  aussi  un  point 
de  la  surface.  De  plus , 
si  l'on  mène  les  eoor-* 
données  MP^MT*  pa- 
rallèles à  Taxe  des  z , 
flg.  m,  PQ,  P'O'  parallèles  à 


X' 
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Taxe  des  y^  enfin  que  Ton  joigne  OP  et  OF,  les  points 
P,  0,  F  seront  en  ligne  droite  et  les  triangles  MOP,  M'OP 
seront  égaux.  Cela  montre  d'abord  que  les  coordonnées  z 
des  points  M  et  M'  sont  égales  et  de  signes  contraires, 
puis  que  OP  et  OF  sont  égales.  Alors  les  triangles  PQO,  FÇ^O 
sont  égaux  ;  d'^où  il  suit  que  les  coordonnées  â?  et  y  du 
point  M  sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  du 
point  M'.  On  voit  par  là  que^  si  l'équation  de  la  sur&ce 
admet  une  solution  telle  que  x=a,  y:=^6,  ^=T>  ^11^  admet- 
tra aussi  la  solution  x= — «?  y = — 6>  «= — 1>  en  d'autres 
termes^  cette  équation^  et  celle  qu'on  en  déduit  par  le  chan- 
^emerit  dex,y^z  en  -^x,  — y,  — z,  admettront  les  mêmes 
solutions^  ce  qcii  démontï*e  la  première  partie  du  théorème 
énoncé. 

^  Supposons  que  l'équation  d'une  surface  ne  soit  pas 
altérée  par  le  changement  de  àc^y^z  en  — x",  — ^y,  — i. 
81  cette  équation  admet  la  solution  a:=a^  y=6,  J8=f ,  elle 
admettra  aussi^  par  hypothèse,  la  solution  a?=:-r-a,  y= — S, 
2 = — f.  Soient  M  et  M'  (fig.  i58)  les  denx  poiiits  qiiî  ont  rès- 
pectivement  pour  coordonnées  a,  6,  y,  et  — a,  -^6,  — y> 
menons  MP,MF  parallèles  à  Oz,  PQ,FQ'  parallèles  à  Oy, 
tirons  enfin  OP  et  OF,  OM  et  OM'.  Il  est  aisé  de  voir  que 
les  triangles  PQO,P'Q'0  sont  égaux  j  d'où  Fon  conclut  que 
OP  =^0P'  et  que  POF  est  une  ligne  droite.  D'après  cela, 
les  triangles  MOP,  M'OF  sont  égaux 3  d'où  il  suit  que 
OM=:OM'  et  que  MOM'  est  une  ligne  droite;  ce  qui  démontre 
la  deuxième  partie  du  théorème  énoncé. 
,  Remarque.  Si,  en  particulier,  un  centre  d'une  surface  algé- 
brique est  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les  degrés  des 
termes  que  renferme  l'équation  de  cette  sur&ce  seront  tous 
pairs  ou  tous  impairs  et  réciproquement.  Ceci  suppose,  bien 
entendu ,  que  féquation  soit  préparée  de  manière  que  l'un 
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de  ses  membres  soit  nul^  et  que  l'autre  membre  soit  une 
fonction  entière  des  coordonnées. 

52â.  D'après  le  théorème  qu'on  vient  d'établir,  il  suffira, 
pour  trouver  le  centre  ou  les  centres  d'une  surface^  de  trans- 
porter tes  axes  parallèlement  à  euxnnémes,  de  manière  que 
l'origine  prenne  une  position  indéterminée ,  puis  de  disposer 
des  coordonnées  de  cette  origine  pour  satisfaire ,  s'il  est  pos* 
sible,  à  la  condition  que  nous  avons  reconnue  être  nécessaire 
et  suffisante.  Nous  allons  faire  l'application  de  cette  théorie 
aux  surfoces  du  second  degré. 

5S3.  L'équation  la  plus  générale  du  second  degré  à  trois 
variables  peut  être  mise  sous  la  forme 

(i)    Ax^  +  Ay  +  A'z*  +  mjz  +  Wxz  +  2W'xy  +  ^Cx 

+  2C'i/  +  2G"z  +  K  =  0. 

Si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  de 
manière  que  l'origine  soit  en  un  point  indéterminé  (a/,  ff^sfj; 
il  faudra  remplacer  dans  l'équation  (1)  x  par  a?-j- a?',  y  par 
y  +y'  eizps^v  z-{'Z';  cette  équation  devient  alors  : 

(2)    Ax^  +  AY  +  A"z*  +  ^Byz  +  ^B'xz  +  ^W'xy+9€,,x 

+  2G\y  +  2CV+Ki=0, 

en  faisant^  pour  abréger, 

G,  =Ax'  +  B'z'+By  +  Cy 
C\  r=Ay+Bz'+BV+C', 
C", = A  V  -I-  By'  -j-  B  V  -f-  C% 
K,  =Aa?'«+Ay«-|-AV« 
+  my'z' + Wx'z'+ 2BVy'+ 2Ga/+  2Gy + Wi + K. 

Pour  que  la  nouvelle  origine  soit  un  centre  de  la  sur&ce,  il 
feut  et  il  suffit  {n«  321)  que  l'on  ait  : 
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Cj=:0,        C\=0^        C'',=0; 

c*est-à-dire  que  les  coordoonées  sf^jf^ai  satisCsussent  aux 
trois  éqpations  : 

Ikx  +B«z  +  B"y+C=0, 
Wx+k:y+^z  +  G=0, 
"Bx  +By  +  A"z  +  C"=0. 

Ces  équations,  qui  détermii^ent  les  coordonnées  du  centre, 
peuvent  s'obtenir,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer^  enf- 
lant à  zéro  les  dérivées  du  premier  membi6  de  l'équation  (1) 
prises  par  rapport  à  a;,  à  y  et  à  js. 
Résolvons  les  équations  (3)  par  rapport  à  Xy  y,  z,  on  aura  : 

N  N'  N^' 

en  faisant  pour  abréger 

D  =AB«+A'B'*  +  A"B"*— AA'A"— 2BBB", 

N  — C(A'A"— B')  +  C(BB'— B"A'0  +  nBB"— B'A), 
N' = G'(AA^—  B'«)  +  G\BV' — BA)  +  C(BB'—  B'^A") , 
N"=  C"(AA'— B''«)  +  C(BB"  —  B'A')  +  qB'B"  —  BA).  . 

Trois  cas  peuvent  se  présenter. 

1"*  Si  le  dénominateur  D  est  différent  de  zéro,  les  valeurs 
de  Xy  y,  z  sont  réelles  et  finies;  par  suite  la  surface,  représen- 
tée par  l'équation  (1) ,  admet  un  centre  unique. 

2^  Si  le  dénominateur  D  est  nul,  et  que  les  numérateurs 
N,N',  N"  ne  soient  pas  nuls  tous  trois,  Tune  au  moins  des 
coordonnées  du  centre  est  infinie  et  par  suite  la  surface  re- 
présentée par  réquation  (1)  n'a  pas  de  centre. 

3**  Si  le  dénominateur  D  et  les  trois  numérateurs  N,N',H" 
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sont  nuls^  les  valeurs  de  x,  y, a  se  présentent  sous  la  formé  -  -, 

par  suite, les  équations  (3)  se  réduisent  à  deux  équations  dis^ 
tîfiçtes^  ou  ménie  à  une  seule;  et  alors  la  surface *repré* 
sentée  par  l'équation  (i)  admet  une  infinité  de  centres. 

594.  Lorsque  les  équations  (3)  se  réduisent  à  deux  équa- 
tions distinctes,  la  surface  représentée  par  l'équation  (1)  est 
un  cylindre  à  base^lliptique  ou  hyperbolique.  En  effets  dans  le 
cas4ont  il  s':agit,  la  surface  (1)  a  une  infinité  de  centres  situés 
sur  une  ligne  droite.  Soient  AB  cette  droite  (fig.  159)  et  M  un 

point  quelconque  dé  la  surface 
représentée  par  Féquation  (1). 
Joignons  le  point  M  aux  difié- 
rents  points  1,1',.-  de  AB  et 
prolongeons  le3  droites  ainsi 
obtenues  en  N,  N',...  de  ma- 
nière que  Ton  aitMI=IN...  les 
points  N,  N'...  seront  sur  une  ligne  droite  parallèle  à  AB  et 
cette  droite  sera  évidemment  tout  entière  sur  la  surface  que 
nous  considérons.  Si  l'on  joint  de  même  un  point  quelconque 
N  de  NN'. aux  différents  points  1,1...  de  AB  et  que  Pon  pro- 
longe ces  lignes  de  quantités  égales,  les  points  M^  M'...  ainsi 
obtenus  formercmt  une  seconde  droite  parallèle  à  AB  et  qui 
sera  tout  entière  sur  la  surface.  Il  résulte  de  là  que  tout  plan, 
mené -par  AB,  coupe  la  surface  (1)  suivant  deux  droites  paral- 
lèles à  AB  et  qui  en  sont  équidistantes.  La  surface  que  nous 
considérons  est  donc  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  AB.  Enfin  je  dis  que  la  base  de  ce  cylindre  est  une 
dlîpse  ou  une  hyperbole;  en  effet,  si  l'on  mène  par  un  point 
quelconque  I  de  AB  un  plan  quelconque,  qui  ne  contienne 
pas  ÂB,  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  Une  courbe  du 
second  degréqui  aura  évidemment  le  point  l  pour  centre. 
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3Sâ.  Si  les  équations  (3)  se  réduisent  à  une  seule,  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  (1)  est  formée  de  deux  plans 
parallèles.  En  effet,  dans  ce  cas,  la  surface  (i)  a  nne  itàM 
de  centres,  qui  sont  situés  dans  un  même  plan  P.  Soit  H 
(fig.  160)  un  point  quelconque  de  la  surfece  représentée  par 
l'équation  (1);  joignons  oe  point  ani 
différants  points  1,1',!",,..  du  plant* 
et  prolongeons  les  droites  MI,W, 
MI",...  de  quantités  égales  lN,nf, 
I"N". . . . ,  les  potnls  N,  N',  N", . . .  serori 
datis  un  même  plan  R  parallèle  an 
plan  P  et  ue  plan  fera  évidenunoit 
partie  de  la  surface  (j).  Si  l'on  joint 
de  même  un  point  quelconque  N  du 
plan  R  aux. différents  points  l,r, 
r,...,  du  plan  P  et  que  l'on  prolonge 
Bg.  lao.  de  quantités  égales  les  droites  NI,  HT, 

NI" les  points  MiM'^M",.--,  ainsi  obtenus  serontsuran 

second  ptan  Q  paraHèle  au  plan  P  et  qui  fêr&  partie  de  la 
surface  représentée  par  l'équation  (1).  Je  dis  de  plus  que 
cette  surface  ne  peut  avoir  aucun  point  situé  hors  des  plansQ 
ou  R;  car ,  ^  un  pareil  point  existait ,  en  menant  par  ce 
point  une  droite  coupant  les  plans  Q  et  R,  cette  droite  rencon- 
trerait la  surfoce  en  trois  points,  sans  y  être  contenue  tout 
entière,  ce  qui  est  impossible.  On  voit  en  résumé  que  l'éqoa- 
tion  (1)  représente  deux  plans,  parallèles  au  plan  qiii  contieat 
les  centres  et  équldistants  de  celui-ci. 


DES  PLANS  DIIHBTRADI. 


320.  On  nomme  plan  diamétral  d'une  suriaee ,  un  fdin 
qai  divise  en  deux  poulies  égalfs  toutes  les  cordes  paritlulês 


StJBFAGES  DU  SECOND  DEGRÉ.  411 

à  niie  même  droite.  Noas  allons  démoùtrer  c(ue^  dans  une  sut- 
face  da  second  degrés  Sexiste  un  plan  diàmétrd  pour  chaque 
systèHie  de  cordes  parallèles  ;  nous  dotinéroïïs  en  hiënië  tëm|is 
le  irioyeii  de  trouver  son  équation. 
S6ît 

kx'  4-  Ay  +  M'z'  +  2Bj/z  -h  2B'a?z  -J-  Wl'xy  +  2Car 

+  2G'i/-f-2G''z  +  K=0, 

ou ,  pour  abréger, 

(1)  f[x,y,z)  =  0, 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré  ;  soient 

les  équations  d'une  droite,  menée  par  l'origine,  parallèle^ 
ment  aux  cordes  que  nous  voulons  considérer.  Désignoiis 
par  x'yify  z'  les  coordonnées  du  milieu  de  cette  corde.  Si  Ton 
transporte  les  axes  parallèlement  à  eùx-mémes,  de  manière 
que  Torigine  coïncide  avec  ce  point  milieu,  l'équation  de 
notre  surface  deviendra  : 

(2)  .      f[x  +  x\y  +  y',zJr^')=^y 

et  celles  de  la  corde ,  que  nous  considérons,  seront  évident- 
ment  : 

(3)  a;  =  iwi,        y=znz. 

n  suit  de  là  que  Téquation  du  second  degré  en  z 

(4)  f(mz+af,  WJ5+J/',  z  +  «')=0, 

qu'on  obtient  en  éliminant  a?  et  y  entre  (2)  et  (3)  ^  aura  pour 
racines  les  coordonnées  z  des  points  d'intersedion  de  là  sur- 
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fooe  et  de  la  corde  ;  mais^  comme  ces  coordonnées  soni  égales 
et  de  signes  contraires  j^  l'équation  (4)  ne  doit  pas  renfemier 
la  première  puissance  de  js*  Égalant  dràc  à  zéro  le  coefficient  du 
terme  du  premier  degré  dans  l'équation  (i),  on  obtiendca  une 
équation  en  œ',  %f,  z'y  m  et  n  qui  représentera  le  lieu  des  milieux 
dçs  cordes  parallèles  à  la  direction  donnée.  On  trouve,  en 
ûtisant  le  calcul^  que  cette  équation  ^  : 

(Am+B'+B"n)x'+{A'n+B+B"m)»'+(A"+Bii+ffmK 

ou^  en  supprimant  les  accents^ 

(Am+B'+B"n)j:+(A'n+ B +B"m)y + (A"+ Bn  +  B'm)^ 

+  Cm  +  G'n  +  C"=0, 

Cette  équaUon  est  du  premier  degré;  elle  représente  donc  un 
plan  y  comme  on  l'avait  annoncé. 

327.  Si  Fon  représente  par  X,  Y  et  Z  les  dérivées  du 
premi^  membre  de  Féquation  (i)  par  rappo^rt  à  â;,y,2) 
l'équation  que  nous  venons  de  trouver  prend  la  forme  très- 
simple  : 

(5)  mX  +  nY  +  Z=0; 

c'est  l'équation  générale  des  plans  diamétraux. 

Les  plans  diamétraux,  qui  correspondent  aux  cordes  paral- 
lèles aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  s'obtiendront  en  fai- 

n  \  ml 

sant  —  =  0  et  —  =  0,  puis  —  =  0  et  -  =  0,  puis  enfin 
m  m  n  n        . 

m=0,  n=0.  Il  vient  ainsi  : 

X  =  0,        Y  =  0,        Z  =  0; 

ces  trois  dernières  équations  sont  précisément  celles  qui  dé- 
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tennineni  les  coordonnées  du  centre^  lorsqu'elles  sont  satis- 
faites^ l'équation  générale  des  plans  diamétraux  est  également 
satisfaite^  quels  que  soient  m  et.n.  Il  s'ensuit  que^  dans  les 
sur&ces  à  centre  ^  tous  les  plans  diamétraux  passent  par  le 
centre.  U  est  facile  de  démontrer  que  récip;*oquement  tout 
plan  qui  passe  par  le  centre  est  un  plan  diamétral. 
Dans  les  surfaces  dénuées  de  centre^  les  équations 

(6)  X==0,        Y  =  0,        Z=0 

représentent  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  point  situé  à 
l'infini.  Si  deux  de  ces  trois  plans  se  coupent^  leur  intersec- 
tion est  parallèle  au  troisième  ^  par  suite  ils  sont  parallèles  à 
une  même  droite  -,  dans  le  cas  contraire  ils  sont  parallèles  à 
un  même  plan. 

Supposons  le  premier  cas  et  soit  D  la  droite  à  laquelle  les 
plans  (6)  sont  parallèles.  Je  dis  que  tous  les  plans  diamétraux 
seront  parallèles  à  la  droite  D.  En  effet  ^  les  valeurs  de  x,  y,  z, 
qui  satisfont  à  Féquation  (5)  et  à  deux  quelconques  des  équa- 
tions (6) ,  sont  infinies  ;  car  autrement  on  satisferait  aux  équa«- 
tions  (6)  par  des  valeurs  finies  de  x,  y,  z.  Le  plan  (5)  est 
donc  parallèle  a  la  droite  D  qui  est  représentée  par  deux  des 
équations  (6). 

Si  au  contraire  les  plans  (6)  sont  parallèles ,  il  est  clair  que 
tous  les  plans  (5)  le  sont  aussi  f  puisque  les  coefficients  des 
variables  x,  y,  z  dans  les  équations  (5)  et  (6)  sont  propor- 
tionnels. 

Des  plans  principaux. 

328.  On  nonune  plan  principal  un  plan  diamétral  qui  est 
perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales; 
celles-ci  sont  dites  cardes  principales.  Nous  allons  établir  que, 
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dans  toute  surface  du  second  degré  ^  il  existe  au  moins  un 
plan  prindpal. 
Soit 

réquation  d'une  surface  du  second  degrés  rapportée  à  trois 
axes  que  nous  supposerons  ici  rectangulaires. 
Soient 

les  équations  d'une  droite  quelconque.  L'équation  du  plan 
diamétral^  correspondant  à  cette  droite^  sera  : 

(8)    (Am+B'+B'Vi)a:4.(A'n+B+B''m)y+{A''+Bn4«'jf^^ 

lies  conditions  de  perpeadicularité  de  la  droite  {%)  4  ||)i 
plan  (3)  sont  : 

Am  +  B+Bn_A»+B  +  B"m_  A"  +  Bn  +  Bm 
^  '  m  n  1  ' 

désignons  par  s  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports,  on 
aura  : 

!(A— «)m  +  B''n  +  B'  =  0, 
B"m  +  (A'— «)n  +  B  =  0, 
B'm-J-Bn  +  (A"— «)  =  0. 

Si  Ton  éliminQ  ni  et  n  entre  ces  trois  équations,  il  vient  : 

(,_A)(«— A')(«— A")— BV— A)— B'«(s— A')   ' 
—  B"*(8 — A")  —  âBB'B'^  =  0 , 
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»  ■  '        • 

OU,  en  .df^v.eIopi)ant , 

(6)  ««_(A+A'+'A'>*+(AA'— B^+AA^— B'»4A'A"— B*)s 
+  (AB*+A'B'*  +  A'^''«— AA'A"— 2BB'B'0  =  O. 

Cette  équation  (6)  y  qui  est  du  troisième  degré,  a  nécessaire- 
ment une  racine  réelle  s.  A  cette  racine  correspondent  des 
valeurs  réelles  de  m  et  de  n  qu'on  peut  tirer  de  deux  quel- 
conqpes  des  équations  (5).  On  obtient  ainsi  l'éqi^ation  4'un 
plan  principal  qui  est,  en  se  rappelant  que  chaç^  de$  ^ap- 
ports (4)  a  pour  valeur  s  : 

s{mx+ny+z)  +  Gm+Cn+G'=0. 

Si  a,  6,  Y  dé^gnent  les  angles  que  forment  la  droitç  t?)  î^vec 
les  axes,  l'équation  du  même  plan  peut  s'écrire 

#(a?cosa+î/cos6 -f  ^cosYJ  +  C  cos  a +C'cos6+G"cosY=0. 

> 

L'e)LJistence  d'un  plan  principal  est  ainsi  démontrée  popr  tous 
les  œs;  cela  suffit  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue;  les 
détails  importants,  qu'il  reste  à  faire  connaître,  se  déduirqnt 
de  la  manière  via  plus  simple  des  considérjations  qui  vont 
suivre.  Reniarquons  toutefois  que  le  plan  principal,  troiivé 
l^récédenunent,  peut  être  situé  à  une  distance  in^nie  de  Tç^i- 
gine  des  coordonnées  ;  mais  ceci  ne  peut  avoir  l^eu  q^  cJiejB 
les  surfaces  dénuées  de  centre  ;  car,  dans  les  autres ,  tous  les 
plans  diamétraux  passent  par  le  centre. 

Si;|rUFI€ATION  DB  {.'ÉQUATION  G|bÉàAL«  DU  ««CQNP  W^i 
PAR  LA  TRANSFORMATION  DES  GOORDONNéBS. 

Surfaces  à  centre. 
5SS9.  Considérons  une  surface  du  second  degré  à  centre, 
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et  rapportons-la  à  trois  axes  rectMigulaires  quelcQ0qaes.  Ué- 
quaiion  de  oejyie  surface  aura  la  forme  : 

(i)       Aj?»4-Ay+AV+2Byz4-2BW  +  2B^j(?y 
+2C^  +  2C'y+2C"ji+K=0. 

On  peut  faire  disparaître  les  t^*mes  dû  premier  degrés  en 
tranq)ortant  les  axes  parallèlement  à  eux-mémies  au  centré  de 
la  surface  ou  à  Tun  de  ses  centres .  si  elle  en  a  une  infinité. 
Son  équation  prend  alors  la  forme  : 

ê 

(2)  Ax»  +  Ay  +  AV+2Byz+2B'irz-f-2B"a:»+Ki=0. 

Cela  posé,  effectuons. une  nouvelle  transformation  de  coor- 
données ;  prenons  trois  nouveaux  axÀ  rectangulaires^  ayant 
même  origine  que  les  précédents  et  tels  que  le  nouveau  plan 
jpy  coïncide  avec  le  plan  principal  dont  nous  avons  reconnu 
l'existence  (n**  328).  B  est  évident  que  la  nouvelle  équation  de 
la  surface  doit  être  telle  que  les  deux  valeurs  de  jc  ^  qu'on  en 
déduit,  soient  égales  et  de  signes  contraires;  pat*  suite  cette 
équation  ne  renfermera  pas  les  rectangles  x%  et  yjr.  Enfin  (m 
pourra  faire  disparaître  le  troisiènie  rectangle  xy ,  en  foisant 
tourner  les  axes  des  a;  et  des  y  dans  leur  plan  ^  sans  altérer 
leur  perpendicularité.  Alors  la  surface  que  nous  considérons 
sera  représentée  par  une  équation  de  la  fonme  : 

(3)  Pa;«  +  Py  +  PV=H, 

où  07,  y,  j?  désignent  des  coordonnées  rectangulaires.  Cette 
équation  comprend  toutes  les  surfaces  qui  ont  un  centre  ou 
une  infinité  de  centres. 

330.  Il  existe  une  infinité  de  systèmes  d'axes  obliques,  pour 
lesquels  Téquation  d'une  suriîace  à  centre  est  de  la  forme  : 

Pj?*+Py+PV=H. 
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En  effets  si  Ton  prend  trois  axes  quelconques  passant  par 
le  centre  de  la  surfeur,  Téquation  ne  renfermera  pas  de  termes 
du  premier  degré)  si ,  en  outre ^  on  fait  coïncider  Taxe  des  x 
avec  la  direction  des  cordes  que  le  plan  xy  divise  en  parties 
égales,  il  est  évident  qu'on  fera  disparaître  les  rectangles  xs 
et  yZé  Enfin  on  fera  disparaître  le  dernier  rectangle  ity,  en 
déplaçant  convenablement  les  axes  des  x  et  des  y  dans  leijdr 
plan;  ce  qui  démontre  là  proposition  énoncée.  Lorsque  Té- 
quation  d'une  surface  à  centre  est  ainsi  réduite,  le» trois  plans 
coordonnés  forment  un  système  de  plans  diamétraux  conju' 
gués }  le  plan  qui  contient  deux  quelconques  des  axes  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  au  troisième  axe. 


Surfaces  dénuées  de  centre. 


331.  Soit 


(i)      Aa;«+Ay+AV+2B2/x+2B'xz+2B"ici/ 
+2(lr+2C'y+2C"^+K=0, 

Inéquation  d'une  surface  dénuée  de  centre,  que  nous  suppose- 
rons rapportée  à  trois  axes  rectangulaires. 

Nous  savons  que  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles 
à  une  même  droite  ou  sont  parallèles  entre  eux,  et  ce  dernier 
cas  est  évidemment  compris  dans  le  premier.  Or,  si  Ton  a 
choisi  pour  axe  des  x  la  direction  de  la  dmite  à  laquelle  sont 
parallèles  les  plans  diamétraux  de  la  surface  que  nous  consi- 
dérons, l'équation  de  celle-ci  ne  contiendra  ni  le  carré  a:',  ni 
les  rectangles  ocy  et  xz.  En  effet ,  si  Ton  égale  à  zéro  les  déri- 
vées du  premier  membre  de  l'équation  proposée  par  rapport 
àâ;,  yetx,  il  vient: 

27 
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iA^+B'*+B''y+C=0, 

068  équatioBs  (2)  représentent  trois  plans  parallèles  à  V  ai^e  ie& 
«I  ce  qui  exige  que  Ton  ait  : 

A=0,B'=0,B''=0, 

On  peut  donc  ainsi  ramener  Téquation  4e  la  surface  propo- 
sée à  la  forme  : 

(3)      Ay+AV+ffîyjr  +  2GiJ+2C'y  +  2Grar+K=0. 

On  peut  en  second  lieu  faire  disparaître  le  dernier  rectangle 
yx,  en  déplaçant  les  axes  des  y  et  des  js  dans  leur  plan  y  sans 
altérer  leur  perpendicularité.  Par  cette  transformation^  Té- 
quation  de  la  surface  prendra  la  forme  : 

(4)       Ay  +  AV4-2O+2C'»+2C"j5+K=0. 

Enfin  ^  si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes  en  un  point  convenablement  choisi^  transformation 
qui  n'offre  aucune  difficulté ,  on  fera  disparaître  les  termes  du 
,  premier  degré  en  y  et  r  avec  le  terme  indépendant  des  va- 
riables. Notre  équation  se  réduira  donc  en  définitive  à  la 
forme  : 

Cette  équation  y  où  x,  y^,  z  désignent  des  coordonnées  rec- 
tangulaires^ comprend  toutes  les  surfaces  dénuées  de  centre. 
332.  Il  existe  une  infinité  de  systèmes  d'axes  obliques^ 
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pour  lesquels 
fonne: 


PV«+F';5^=Qx. 


Efiéctivi^QdeDt  ^  si  Von  prend  l'axe  des  x  parallèle  aux  plans 
diamétraux ,  (Juela  que  soient  les  deux  autres  axes^  Téquation 
de  la  surface  ne  coQtiendra  pas  les  termes  east^,  en  ocy  et  eu 
XX ^  on  pourra  ensuite^  comme  dans  le  cas  des  axes  rectan- 
gulaires, faire  disparaître  le  rectangle  yx  en  déplaçant  con- 
venablement les  axes  des  y  et  des  z  dans  leur  plan;  enfin ^ 
par  une  translation  de  ces  nouveaux  axes,  on  pourra  faire 
évanouir  les  termes  du  premier  degré  en  y  et  j^  avec  le  terme 
indépendant  ^  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

SQDATIONS  LES  PLUS  SIMPLES  DE  l'eLLIPSOÏDE  ,  DES  HYPERBOLOÏOES  A 
UNE  ET  À  DEUX  NAPPES,  DES  PARABOLOÏDES  ELLIPTIQUE  ET  HYPER- 
BOLIQUE, DES  CÔNES  ET  DES  CYLINDRES  DU  SECOND  DEGRE. 

Discussion  des  surfaces  à  centre. 

333.  Les  surfaces  à  centre  sont  toutes  comprises,  comme 
<m  l'a  vu ,  dans  l'équation  : 

oh  Xjy^  z  désignent  des  coordonnées  rectangulaires.  Elles 
forment  plusieurs  genres  distincts  que  nou^  allons  examiner. 
Nous  supposerons  d'abord  qu'aucun  des  coefficients  P,  P',  P'' 
6l  H  ne  soit  égal  à  zéro;  et  nous  supposerons  en  outre  H  posi- 
tif, ce  qui  est  permis  puisqu'on  peut  changer  les  signes  de 
tous  les  termes  de  l'équation^ 

334.  Ellipsoïde.  Lorsque  P,P'iP''  ont  le  même  signe ^  la 
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surface,  qae  représente  l'équation  (i),  prend  le  nom  A'Eltip- 
tiÂde.  Si  ces  coefficients  sont  négatib,  l'équation  (1)  n'adm^ 
aucune  solution  réelle  et  l'on  dit  qu'elle  représente  un  ellip' 
toide  imaginaire. 

Supposons  donc  P,  F,  P"  positifs.  Pour  avoir  les  points  où 
la  surfiice  rencontre  tes  axes,  il  faut  égaler  à  zéro  y  et  z, 
puisxetz,  enfin  j;  et  y;  on  obtient  ainsi  : 

Posons: 

l'équation  de  la  surface  devient  : 

(2) 

Si  l'on  prend  OA— OA'=a  sur  l'axe  des  x  (fig.  161); 

(ffi=OB'  =  fr  sur  l'axe  des  s;  OG=OC'  =  csur  l'axe  des  x, 
les  six  points  A,  A',  B,  B',  C,  C 
appartiendront  à  la  surface;  les 
droites  AA',  BB',  CC'  sont  dites 
les  longueurs  des  axes  de  l'el- 
lipsoïde; leurs  extrémités  sont 
les  sommets. 

Chacun  des  plans  coordon- 
nés est  évidemment  un  plan 
principal  de  la  surface,  et  coape 
la  surface  suivant  une  ellipse 
dite  section  prineipaie.  Ces  el- 
Bg- 1»'  lipses  ont  respectivement  pour 

axes  2a  et  S6,  2a  et  2c,  26  et  3c. 
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On  déduit  de  l'équation  de  l'ellipsoïde  un  mode  de  généra- 
tion très-simple  de  cette  surface.  Ej3fëctivement,  si  l'on  coupe 
l'ellipsoïde  par  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordon- 
nés^ au  plan  ojy,  par  exemple^  il  est  clair  que  l'intersection 
sera  représentée  par  deux  équations  de  la  forme  : 

La  courbe  définie  par  les  équations  précédentes  est  une 

I       ?^           /       ?* 
ellipse  dont  les  axes  sont  2ai/l 5-,  26 1/1 j-.  Cette 

ellipse  est  réelle  si  z'  est  compris  entre  —  ceX-\-c;on  voit  en 
outre  que  si  s^  varie  d'une  manière  continue  entre  ces  limites 
—  c  et  +  c ,  l'ellipse  dont  nous  parlons ,  en  variant  de  gran- 
deur et  de  position^  engendrera  l'ellipsoïde.  Il  faut  remarquer 
que  le  rapport  des  axes  de  l'ellipse  génératrice  est  constant  et 

égal  à  ^;  ces  axes  varient  l'un  de  2a  à  zéro^  l'autre  de  2b  à 

zéro,  n  s'ensuit  évidemment  que  l'ellipsoïde  est  une  surface 
fermée  dans  tous  les  sens. 

355.  Dans  le  cas  général  Tellipsoïde  est  dit  à  trois  axes 
inégaux^  dans  le  cas  particulier  où  deux  de  ses  axes  sont 
égaux,  la  sur&ce  est  de  révolution  autour  du  troisième  axe. 
Supposons  par  exemple  a =6,  l'équation  de  l'ellipsoïde  de- 
vient: 


o* 


les  sections  parallèles  au  plan  œy  sont  représentées  par  deux 
équations  telles  que  : 


/,      x^+f  =  a'(^i-Çf 


-  *         z  =  z' 


J     ■  u 
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D  8'ensuit  que  la  surfoce  peut  être  engendrée  par  un  cercle 
de  rayon  variable  ^  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plaii  xy ,  et 
dont  le  centre  se  meut  sur  l-axe  des  x.  En  d^autres  tenues,  la 
surface  est  de  révolution  autour  de  Taxe  des  x.  La  màidieime 
de  cette  surface  de  révolution  est  une  diipoe  dont  on  aun 
l'équation^  dans  le  plan  xz^  en  faisant  y =0  dans  celle  de  la 
surface.  L'équation  de  cette  méridienne  est  donc  : 

?  +  ?**• 

S38k  Enfin  y  si  les  trois  axes  ^,  2b ,  2c  sont  égaux  entre 
eux,  l'équation  de  la  sur&ce  se  réduit  à 

cette  équation  exprime  que  la  distance  de  chaque  point  de  la 
surface  à  l'origine  est  constante  et  égale  à  a.  La  surface  de  la 
6phère  est^ 4X>mme  on  le  voit^  un  oaa  particulier  de  l'^ip- 
solde. 

337.  Hyperboloïdb  à  une  nappe.  Si  l'un  des  coefficients  P^ 
F,  P'^  est  négatif,  et  que  les  deux  autres  sdent  positife^  la 
surface  représentée  par  Téquation  (i]est  dite  un  Hyperboldiie 
d  une  nappe.  Nous  supposerons  P  et  P'  positif ,  V  négatif; 
les  points  où  la  sur&ce  rencontre  les  axes  sont  donnés  par  les 
équations  : 


posona^: 


\/f=«,  V^=^'  yp;=W-i; 
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réquation  de  la  surface  devient  : 


(3) 


Si  l'on  prend  OA=OA'=a  (fig.  162)  sur  Taxe  des  x, 
OB  =LÙB'=b  sur  l'axe  des  y  ;  OC  =  OC  =  c  sur  l'axe  des  z; 

les  quatre  points  Â ,  Â'^  B^  B' 
appartiendront  à  la  surface; 
les  droites  AÂ'.BB'  etCG'  sont 
dites  les  longueurs  des  axes 
de  rbyperboloïde;  les.  deux 
premières  qui  rencontrent  la 
surface  prennent  le  nom 
à!axes  réels,  la  troisième  est 
dite  axe  imaginaire.  Les  ex- 
trémités des  axes  réels  sont 
les  sommets  de  la  surfiice. 
Chacun  des  plans  coordon- 
flg.  162.  nés  est  un  plan  principal  de 

la  surface  et  coupe  celle-ci  suivant  une  courbe  dite  se^^tian 
principale.  La  section  principale,  située  dans  le  plan  xy^  est 
une  ellipse;  les  deux  autres  sont  des  hyperboles.  Les  axes  de 
ces  trois  courbes  sont  respectivement  2a  et  2& ,  2a  et  2c  ^  26 
et  2c.. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  est  susceptible  d'un  mode  de 
génération  analogue  à  celui  de  l'ellipsoïde.  Si^  en  effet,  on 
coupe  cette  sur&ce  par  un  plan  parallèle  au  plan  xy,  l'in- 
tersection sera  représentée  par  deux  équations  de  la  forme  : 


«=z 


X 


»'_ 


r't 


::?+fi  =  i+7r- 


a 


La  courbe  définie  par  les  équations  précédentes  est  une 
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eUîpse  dont  les  axes  sont  2a  \/i  +  -r>  ^*\/^H — r*^*^ 

ellipse  est  réelle  quel  que  soit  si.  On  voit  en  outre  que,  si  js'  varie 
d'une  manière  continue  de  — cao  à  +  oo,  Tellipse^  dont  nous 
parlons,  en  variant  de  grandeur  et  déposition^  engendrera 
rbyperboloïde.  Le  rapport  des  axes  de  l'ellipse  génératrice  est 

constant  et  égal  à  r*.  Ces  axes  varient  l'un  de  l'infini  à  2a, 

0 

l'autre  de  l'infini  à  26  quand  /  varie  de  — oo  à  zéro ,  ou  de 
4-<>^  à  zéro.  Les  valeurs  minima  de  ces  axes  ont  lieu  lorsque 
l'ellipse  mobile  est  située  dans  le  plan  x^,  et  alors  elle  prend 
le  nom  d^ Ellipse  de  gorge.  Il  suit  évidemment  de  là  que  la  sur- 
face,  dont  nous  nous  occupons,  s'étend  à  l'infini  et  n'est  formée 
que  d'une  seule  nappe  continue. 

358.  Lorsque  les  deux  axes  réels  2a ,  2b  sont  égaux ,  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe  est  de  révolution  autour  de  l'axe  ima- 
ginaire. Efifeciivement^  les  sections  perpendiculaires  à  cet 
axe  sont  des  circonférences  dont  il  renferme  les  centres.  On 
obtient  l'équation  de  la  méridienne  dans  le  plan  xz ,  en  fai- 
sant y  =  0  dans  l'équation  de  la  surface.  On  trouve  ainsi 
l'hyperbole  : 

x^      z^      , 
a*      c^ 

339.  Hyperboloïde  a  deux  nappes.  Si  deux  des  coefficients 
P,F,P"  sont  négatifs,  et  que  le  troisième  soit  positif ^  la 
snr&ce  représentée  par  l'équation  (i)  est  dite  un HyperholoïiB 
é  deux  nappes.  Nous  supposerons  P  positif,  F'  et  P*'  négatifs. 
Les  points  où  la  surface  rencontre  les  axes  sont  donnés  par 
les  équations  : 
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Posons:. 


yf=«,  yf =6v/=T,  y/|;=cv/:^; 


réquatioQ  de  la  surface  devient  : 


w 


a?'      î/* 


à*      6»     c» 


=  1. 


Si  Ton  prend  OA  =  OA'  =  o  (fig.  163)  sur  Taxe  des  Xj 
0B=0B':;=:6  sur  Taxe  des  y,  OG=OC'=csurraxe  des  js,les 

points  A  et  A'  appartien* 
dront  à  la  surface;  les 
droites  AA',  BB',  CG'  sont 
dites  les  longtieurs  des 
axes  de  Fhyperboloïde; 
le  premier^  qui  seul  ren- 
contre la  sur&ce  est  Vaxe 
réel  ;  les  deux  autres  sont 
les  axes  imaginaires;  la 
gg,  1^3,  surface  n'a  que  deux  som- 

mets qui  sont  les  extrémités  A  et  A'  de  l'axe  réel.  Chacun  des 
plans  coordonnés  est  un  plan  principal  de  la  surface  ;  les 
plans  xz  et  xy  coupent  cette  surface  suivant  deux  hyperboles 
qui  prennent  le  nom  de  sections  principales;  la  surfiuse  n'u 
aucun  point  dans  le  plan  principal  yx. 

Uhyperboloïde  à  deux  nappes  peut  être  engendré  de  la 
même  manière  que  Tellipsoïde  et  Thyperboloïde  à  une  nq>pe  ; 
si  en  effet  on  coupe  cette  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  yzy  l'intersection  sera  représentée  par  deux  équations 
de  la  forme 


JO  »  ■ ■  Ju  f 


6'  "^  c'  "■  a» 


I. 
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La  courbe^  définie  par  les  équations  précédentes^  est  une 

ellipse  dont  les  axes  sont  26\/— j-  —  4,    2c\/  —  —  4. 

Cette  ellipse  est  réelle,  à  moins  que  (x^  ne  soit  compris  entre 
—  a  et  +  fl*  Si  d  varie  de  — oo  à  —a  ou  de  -{-  a  à  +qo, 
Tellipse  dont  nous  parlons,  en  variant  de  grandeur  et  de  po- 
sition, engendrera  deux  nappes  distinctes  dont  la  réunion 
forme  Thyperboloïde.  Le  rapport  des  axes  de  Tellipse  géné- 
ratrice est  constant  et  égal  à  -;  ces  axes  varient  l'un  et 

l'autre  de  l'infini  à  zéro,  quand  ai  varie  de — oo  à  — a  ou 
de  +CO  à+a. 

340.  Lorsque  les  deux  axes  imaginaires  26  et  2c  sont 
égaux,  l'hyperboloïde  est  de  révolution  autour  de  l'axe  réel; 
car  les  sections  perpendiculaires  à  cet  axe  sont  des  circonfé- 
rences dont  il  renferme  les  centres  ;  on  obtient  l'équation  de  la 
méridienne  dans  le  plan  xz  en  faisant  y=0  dans  l'équation 
de  la  sur&ce;  on  trouve  ainsi  l'équation 

341.  CÔNES  DU  SECOND  DEGfuS.  Pour  Compléter  Fétudédes 
surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  centre  unique,  il  nous 
reste  à  examiner  le  cas  où  le  second  membre  H  de  l'équa- 
tion (4)  est  nul,  les  coefficients  P,F,P"  étant  toujours  diflK- 
rents  de  zéro.  Alors  l'équation  ^4]  se  réduit  à~ 

(4)  Pj?«  +  Py+PV=0. 

Si  P,  P'  et  P"  sont  tous  trois  de  même  signe,  cette  équation 
ne  représente  évidemment  que  le  seul  point  réel  : 

aî=0,      y=0,      ^=0; 
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die  donne  alors  une  variété  de  l'ellipsoïde.  Si,  au  contraire, 
l'un  des  coefficients  P,  P',  P''  est  de  signe  contraire  aux  deux 
autres  ^  l'équation  que  nous  considérons  représentera  un 
C&ne  du  second  degrés  surface  que  l'on  doit  considérer 
comme  une  variété  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ou  de 
rbyperboloïde  à  deux  nappes.  Pour  le  démontrer^  soient   . 

(2)  x=zmZy        y=znz 

les  équations  d'une  droite  passant  par  l'origine;  on  peut 
éliminer  x,  y  y  z  entre  les  équations  (i)  et  (S),  il  vient  ainsi  : 

(3)  Pm»  +  F«»  +  P''  =  0; 

si  cette  équation  est  satisfaite^  la  droite  (2)  sera  sur  la  sur- 
face (1);  et,  si  l'on  fait  varier  m  et  n  de  manière  que  cette 
même  équation  ait  toujours  lieu,  la  droite  (2)  tournera  au- 
tour de  l'origine  et  engendrera  la  surface.  Il  suit  de  là  que 
l'équation  (1)  représente  un  cône  du  second  degré. 

Cette  surface  peut  être  considérée  comme  un  hyperboloïde 
à  une  nappe  dont  Tellipse  de  gorge  se  réduit  à  un  point ,  ou 
comme  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  dont  l'axe  réel  se 
réduit  à  zéro. 

342.  Cylindres  elliptique  et  hyperbolique.  Nous  n'avons 
plus  à  considérer  que  le  cas  où  quelqu'un  des  coefficients 
P,  F,  P''  est  nul  dans  l'équation 

Px*  +  Py+PV=H. 

Supposons,  par  exemple,  P'^=:0;  Téquation  se  réduit  à 

p^«+py=H, 

et  elle  représente  (n^  287),  un  Cylindre  dont  les  génératrices 
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sont  parallèles  à  Taie  des  ;3r.  Si  P  et  P'  sont  de  même  signe^ 
la  base  de  ce  cylindre  est  une  ellipse;  cette  ellipse  peut  être 
imaginaire  ou  se  réduire  à  un  point;  dans  ce  dernier  cas,  la 
sur&ce  se  réduit  à  l'axe  des  x.  Mais  si  P  et  P  sont  de  signes 
contraires^  la  base  du  cylindre  est  une  hyperbole:  cette  hy- 
perbole peut  se  réduire  à  deux  droites  qui  se  coupent  et, 
dans  ce  cas^  la  surface  est  composée  de  deux  plans  qui  se 
coupent. 

343.  Si  Ton  a  en  même  temps  PcrO,  P"==0,  Féquation 
de  la  surface  se  réduit  à 

elle  représente  alors  le  système  de  deux  plans  parallèles,  qui 
se  réduisent  à  un  seul  si  H  est  nul. 


Di$cus9Um  des  surfaces  dinuies  de  centre. 

344.  Les  surfaces  dénuées  de  centre  sont  toutes  com- 
prises^ comme  on  Ta  vu,  dans  l'équation 

(i)  Py  +  PV  =  Qa?, 

où  0?,  y,  z  désignent  des  coordonnées  rectangulaires  et  où  le 
coeflScient  Q  est  différent  de  zéro.  Nous  supposerons  d'abord 
F  et  P"  différents  de  zéro.  Si  P'  est  négatif,  on  pourra 
le  rendre  positif^  en  changeant  les  signes  de  tous  les 
termes  de  l'équation;  cela  étant,  on  peut  supposer  Q  po- 
sitif^ car,  s'il  ne  l'est  pas ,  on  le  rendra  tel  en  changeant 
la  direction  des  x  positifs^  ce  qui  revient  à  changer  x 
en  —  X.  flous  supposerons  donc  P'  et  Q  positifs,  et  nous 
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aurons  à  examiner  le  cas  de  ?"  positif  et  celui  de  P'' 

négatif. 
545.  Paraboloïde  elliptique.  Si  les  trois  coefficients  P',  P" 

et  Q  sont  positifs,  la  surface 
que  représente  Téquation  (1) 
est  dite  un  Paraboloïde  ellipti- 
que. Cette  surface  ne  coupe  les 
^ axes  qu'à  l'origine  des  coor- 
données^ les  plans  xy  et  xz 
sont  évidemment  deux  plans 
principaux  ;  Taxe  des  x  est  dit 
Vaxe  du  paraboloïde.  Les  deux 
flg.  164.  plans  principaux  coupent  la 

surface  suivant  deux  paraboles  ÂOÂ'^  BOB'  (iig.  164),  dites 

sections  principaleê  et  qui  ont  pour  équations  : 

z=:0,       y^  =  pJ^y 


y=o, 


z^-^x 
*  —  p//  •*• 


Si  l'on  désigne  par  p  et  p'  les  paramètres  de  ces  deux  para- 
boles^ on  a  : 


et  réquation  de  la  surface  devient  : 


(2) 


p      p 


Le  paraboloïde  elliptique  est  susceptible  d'une  génération 
analogue  à  celle  que  nous  avons  constatée  pour  les  sur&ces  à 
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centre;  en  effet,  si  l'oa  coupe  U  surface  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  yz ,  l'intersection  est  représentée  par  deux  équa- 
tions de  la  forme  : 


=  ar'. 


-  -f  ^  =  âx-. 


Cc^te  courbe  est  une  ellipse  dont  les  axes  sont  ^âpar*  et  \l%f'x'; 
elleestréelle  mit' est  positif;  et,  si x* varie  d'une  loanière  con- 
tinue de  zéro  à  l'infiiii,  cette  ellipse  engendrera  le  parabo- 
lolde.  Le  rapport  des  axes  de  l'etlipse  génératrice  est  constant  et 

II. 


égalai 


:  ces  axes  varient  l'un  et  l'autre  de  zéro  à  l'infini. 


n  s'ensuit  que  le  paraboloïde  elliptique  est  une  surface  formée 
d'une  ui^pe  qui  s'étend  à  l'infini  dans  un  sens  seulement. 

RemaTqv.K.  Si  l'on  sp^p',  l'ellipse  génératrice  se  réduit 
à  un  cercle,  et  le  paraboloïde  est  de  révolution. 

546.  Paraboloïde  hiperbolique.  Les  coefficients  P'  et  Q 
étant  positifs ,  si  P"  est  négatif,  la  surface  que  représente 
l'équation  (I)  est  dite  un  Paraboloïde  hyperbolique.  Cette 
surface,  comme  la  précédente, 
ne  coupe  les  axes  qu'à  l'orî- 
ty  gine  des  coordonnées.  Les 
Ç  //  /i,.  plans  xs  et  xy  sont  des  plans 
I /o"~~v  principaux;  l'axe  des»  est  dit 
~  l'axe  du  paraboloïde.  Les  deux 


/ 

plans  principaux  coupent  la 

surface  suivant  deux  parabo- 

" 

les  AOA',  BOB' (fig.  16b),  dites 

sections  principales  et  qui  ont 

pour  équations  : 

z  =  0, 

S'  =  2px, 

ï  =  t), 

t«  =  -V^. 
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0  0 

En  faisait  — =  2p,  p7,=  —  2/>',  l'équation  du  paraboloïde 
peut  s'écrire  ainsi  : 

Le  paraboloïde  hyperbolique  est  susceptible  d'une  généra- 
tion analogue  à  celle  des  autres  surfaces  du  second  degré; 
seulement  ici  la  génératrice,  au  lieu  d'être  une  ellipse,  est 
nne  hyperbole;  en  effet,  si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  yz,  Tintersection  est  représentée  par  deux 
équations  de  la  forme  : 

,        y^      z^ 

X  — —  X  9  "~*  ■"■"  "~7  —   ^«1/  • 

Cette  courbe  est  une  hyperbole  dont  les  axes  sont 
\/±2pPet  \l±  ^p'x\  Cette  hyperbole  est  toujours  réelle; 
Taxe  imaginaire  et  l'axe  réd  se  changent  l'un  dans  l'autre, 
quand  x'  passe  du  positif  au  négatif;  elle  se  réduit  à  deux 
droites,  dans  le  cas  intermédiaire  de  â?' =0.  On  voit  que,  si 
X*  varie  d'une  manière  continue  de— oo  à  +  oo ,  l'hyperbole 
mobile  engendrera  la  surface  qui  s'étend  à  Tinfini  dans  tous 
les  sens. 

547.  Les  deux  paraboloïdes  sont  susceptibles  d'une  géné- 
ration conmiune;  on  a  en  effet  ce  théorème: 

Étant  données  deux  par  aboies  y  dont  les  plans  sontperpen^ 
diculairesy  dont  les  sommets  coïncident  et  dont  les  axes  sont 
pUtcés  sur  la  même  ligne  droite,  si  Vune  des  deux  paraboles  se 
meut  de  manière  que  son  axe  et  son  plan  restent  parallèles  à 
eux-'^mêm^es  y  que  son  sommet  soit  constamment  sur  Vautre 
parabole  f  la  surface  engendrée  sera  un  paraboloïde.  Le  parch 
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boloïde  sera  elliptique,  si  l'axe  de  la  parabole  mobile  est  dirigé 
dans  le  même  sens  que  cdui  de  la  parabole  fixe;  il  sera  hyper- 
bolique ,  dans  le  cas  contraire. 
En  effet,  soient 

«  =  0,        y*  =  2par, 

les  équations  de  la  parabole  fixe,  AOÂ'  (fig.  164  et  i65), 

y=0,        z*  =  ±^p'x 

celles  de  la  parabole  mobile  BOB',  lorsque  celle-ci  est  dans  le 

plan  xz  y  pour  un  point  quelconque  D  de  la  parabole  fixe , 

on  a  : 

x=.x^y    y=](j    «=0, 
et 

y*  =  ^pod. 

Lorsque  la  parabole  mobile  a  pour  sommet  le  point  D^  ses 
équations  sont  évidemment 

et  on  aura  l'équation  de  la  surface  engendrée^  en  éliminant 
x\  y'  entre  les  trois  équations  précédentes;  il  vient  ainsi  : 

t/*     z* 
p      p 

348.  Cylindre  parabolique.  Un  seul  cas  reste  à  examiner, 
celui  où  l'un  des  coefficients  F  ou  P'^  est  nul  dans  l'équation 

Py+FV  =  Qir, 

Supposons,  par  exemple,  V"=  0  ;  l'équation  se  réduit  à 
(4)  Py  =  Qx. 
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Elle  représente  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles à  Taxe  des  z  et  dont  la  trace  sur  le  plan  anf  est  une 
parabole;  la  surface  que  nous  considérons  est  donc  un  6^- 
lindre  parabolique. 

Remarque.  SironaF=:ï0,  P"=0;  Téquation  de  la  surface 
se  réduit  à  a;=0  et  représente  le  plan  yz;  elle  n'appartient 
plus  proprement  au  second  degré. 

Résumé. 

349«  En  résumé  les  surfaces  ^  contenues  dans  Féquation 
du  second  degré,  sont  les  suivantes  : 

io  Surfaces  qui  ont  un  centre  unique  :  L'Ellipsoïde  (il  peut 
être  imaginaire  ou  se  réduire  à  un  point);  l'Hyperboloïde  à  une 
nappe;  l'Hyperboloïde  à  deux  nappes;  les  Cônes  du  second 
degré  (ils  forment  une  variété  de  Thyperboloïde  à  une  ou  k 
deux  nappes)  ; 

^  Surfaces  qui  ont  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite. 
Le  Cylindre  elliptique  (pouvant  se  réduire  à  une  simple  droite); 
le  Cylindre  hyperbolique  (pouvant  se  réduire  au  système  de 
deux  plans  qui  se  coupent)  ; 

3"*  Surfaces  qui  ont  une  infinité  de  centres  dans  un  biêmb 
PLAN.  Système  de  deux  Plans  parallèles  (pouvant  se  réduire  à 
un  seul  )  ; 

4®  Surfaces  dénuées  de  centre.  Le  Paraboloïde  elliptique; 
le  Paraboloïde  hyperbolique;  le  Cylindre  parabolique. 

natur  b  des  sections  planes  des  surfaces  du  second  degré. 

350.  Toute  section  plane  d'une  surface  du  second  degré 
est ,  comme  on  Ta  vu  (n°  297),  une  courbe  du  second  degré.  Il 
nous  reste  à  examiner  quel  est  le  genre  des  courbes  du  se- 

28 


m  GÉOMÉTRIE  AfrALTTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS. 

Gond  degré  (|ue  Ton  obtient,  en  coupant  par  dés  plans  cha- 
cane  des  diverses  surfaces  'étudiées  précédemnient. 

Jkemarquons  d'abord  que  la  projection  orthogonale  où 
d)lique  d'une  courbe  du  second  degré  sur  un  plan  est  une 
cOIdrbé  du  second  degré  de  même  espèce.  En  d^autres  termes^ 
si  la  section  d'un  cylindre  par  un  plan,  ton  parallèle  aux 
arêtes,  est  une  courbe  du  second  degré  C  ;  toute  antre  section  ^ 
non  parallèle  aux  arêtes,  sera  une  courbe  du  second  degré  de 
même  espèce.  En  effet ,  si  Ton  prend  pour  plan  xy  le  plan  de 
la  courbe  C  et  pour  axe  des  z^  une  droite  parallèle  aux  géoé^ 
ratrices  du  cylindre ,  il  est  évident  que  Téquation  de  ce  cy-, 
Undre  sera  du  second  degré  entre  les  deux  seules  variables  x, 
y  'y  car  cette  équation  est  la  même  que  celle  de  la  courbe  G 
dans  le  plan  xy.  Le  cylindre  que  nous  considérons  étant  une 
surface  du  second  degré,  toute  section  G'  non  parallèle  aux 
arêtes  sera  une  courbe  du  second  degré.  En  outre,  si  la 
courbe  G  est  fermée ,  il  est  évident  que  la  courbe  G'  sera 
aussi  fermée;  si  au  contraire  la  courbe  G  a  deux  ou  qua^ 
branches  infinies ,  la  courbe  G'  aura  également  deux  ou  quatre 
branches  infinies.  Il  s'ensuit  que  les  courbes  G  et  C  sont  de 
même  espèce. 

On  voit  par  là  que,  pour  connaître  la  nature  d'une  courbe 
du  second  degré  dans  l'espace ,  il  suffit  de  savoir  quelle  est  la 
nature  de  sa  projection  sur  Tun  des  trois  plans  coordonnés. 

351.  Gela  posé,  nous  allons  étudier  successivement  les 
sections  planes  des  surfaces  à  centre  et  celles  des  deux  para- 
boloïdes,  le  cas  des  cylindres  pouvant  être  mis  de  côté 
d'après  ce  qui  précède. 

Ellipsoïde.  Prenons  Téquationde  l'ellipsoïde  sous  la  forme  : 

M)  f!  +  î!!  +  fl=;l 
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et  eoupons  la  suiHIàce  par  le  plan 

Si  Ton  élimine  z  entre  }^s  équations  (i)  et  {^),  il  vient 

Désignons  par  D  la  différence  entre  le  carré  de  la  nioitié  du 
coefficient  du  rectangle  xy  et  le  produit  des  coefficients  de 
a?*  et  de  y*,  on  aura  : 

i J^_^ 

""      a«6*      6V      aV 

On  voit  que  la  quantité  D  est  constamment  négative;  par 
conséquent  Féquation  (3)  représente  une  ellipse.  Il  s'ensuit 
que  toutes  les  sections  planes  de  Tellipsoïde  sont  des  ellipses. 

Htperboloide  a  une  nappe.  On  passe  de  Tellipsoïde  à  Thy- 
periKlloïde  à  une  nappe,  en  changeant^  dans  ce  qui  précède^ 
c*  en  — c*.  Ainsi  l'intersection  de  Thyperboloïde 

et  du  plan 

z=:mœ+ny-\-k, 

sera  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyberbole,  suivant  que 
la  quantité  D  sera  négative^  nulle  ou  positive.  Cette  quantité 
a  ici  pour  valeur  : 

n- Lm  —  mUL 

On  peut  évidemment  choisir  les  quantités  m  et  n,  de  manière 
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que  D  soH  négatif ^  nul  ou  positif.  Il  s'ensuit  qu'on  peut  ob- 
tenir toutes  les  courbes  du  second  degrés  en  coupant  un  hy- 
perboloïde  à  une  nappe  par  des  plans. 
Htperboloïdb  a  deux  nappes.  On  passe  du  cas  qui  précède  à 

celui  de  Thyperboloïde  à  deux  nappes^  en  cbangeant  partout 

* 

i*  en  —  6*.  L'équation  de  la  surface  est  : 

La  nature  de  son  intersection  par  le  plan 

dépendra  du  signe  de  la  quantité  D,  qui  a  ici  pour  valeur  : 

Cette  quantité  peut  être  négative^  nulle  ou  positive;  d'où  il 
suit  que  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  donné  pour  sections 
toutes  les  courbes  du  second  degré. 

Paraboloïde  elliptique.  L'équation  du  paraboloïde  elliptique 
est: 

P       P 

La  projection  sur  le  plan  xy  de  l'intersection  de  cette  surface 
par  le  plan 

z  =  mx  -{-ny-^k 

a  pour  équation  : 


i*    ,  ,  ^mn        ,    /i    .  w*\    ,  , 
-oc*^--r0^y+(-  +  -,)f  + =0. 
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La  quantité  D  a  pour  valeur  : 


m* 


PP 

par  suite  elle  ne  pourra  être  que  négative  ou  nulle;  il  s'en- 
suit que  les  sections  planes  du  paraboloïde  elliptique  sont  des 
ellipses^  sauf  celles  qui  sont  parallèles  à  Taxe  et  qui  sont  des 
paraboles. 

Paraboloïde  htberbolique.  On  passe  du  paraboloïde  ellip- 
tique au  paraboloïde  hyperbolique,  en  changeant  p'  en — p\ 
On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  sec- 
tions planes  du  paraboloïde  hyperbolique  appartiennent  au 
genre  hyperbole,  à  l'exception  des  sectioas  parallèles  à  l'axe, 
lesquelles  sont  des  paraboles. 

CÔNE  ASYMPTOTE  d'uN  HTPBRBOLOÏDE. 

3S2.  On  nomme  Cône  asymptote  d'un  hyperboloïde  à  une 
ou  à  deux  nappes^  le  lieu  des  asymptotes  de  toutes  les  hyper- 
boles que  Ton  obtient  en  coupant  Thyperboloïde  par  des  plans 
passant  par  son  centre. 

Proposons-nous  de  former^  d'après  cette  définition,  Téqua- 
tion  du  cône  asymptote  de  Thyperboloïde 

(1)  Pir«+Fy«+P'V  =  H5 

si  Ton  coupe  la  surface  par  le  plan 

(2)  z:=:mx-\'nijy 

la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  œy  aura  pour  équa- 
tion: 

Vx^  4- ^V  +  P"  {fnx  4-  ny)«  =  H; 
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supposons  que  cette  courbe  soit  une  hyperjboley  1^8  prQJtC* 
tions  des  asymptotes  seront  évidemment  représentées  par 
l'équation 

?x*  +  Py  +  F'  (ma?  +  nyY  =  0. 

Or  ces  asymptotes  sont  dans  le  plan  {%  donc  elles  sont  aussi 
sur  le  cône 

Pir«  +  P'î/«  +  PVs=0, 

qui  est^  par  suite ,  le  côiie  asymptote. 

Et  généralement^  si  un  hyperboloïde  est  rapporté  à  trois  axes 
quelconques  passant  par  son  centre^  de  manière  que  Téqua- 
tion  de  la  surface  ait  la  forme  : 

réquation  du  cane  asymptote  sera  : 

Aa?«+ Ay + AV + Wyz+^Vxz+^W'xy=0. 

Il  suffit;  pour  le  démontrer,  de  répéter  textuellement  le  raison- 
nement que  nous  venons  de  faire. 

555.  Il  est  facile  de  démontrer  que  les  points  de  Thyper- 
boloïde  «^approchent  indéfiniment  du  cône  asymptote  ^  à  me- 
sure qu'ils  s'éloignent  à  Tinfini.  Nous  entendons  que  les 
distances  des  points  de  Thype^boloïde  au  cône  asymptote  sont 
comptées  suivant  des  droites  parallèles  à  Tun  des  axes  des 
coordonnées.  Supposons  l'équation  dç  l'hyperboloïde  r^imen^ 
à  la  forme: 

Paî«+Fy«  +  PV  =  H; 
réquation  du  cône  asymptote  sera  : 

p^'+py+pv=o. 
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Soient  (Xyy,  z) ,  {x,  y,  zj  deux  points  appartenant  Tun  à 
rhyperboloïde,  Tautre  au  cône  ^isymptote,  on  aura  ; 

Pic*  +  Py  +  P'V  =  0; 
retranchant  il  vient  : 

et 

H 


z — z,= 


'   r(z+zy 

Si  â?  et  y  deviennent  infinies^  z  et  z^  seront  aussi  infinies;,  on 
peut  d'ailleurs  les  supposer  de  même  signe  ^  d^où  il  suit  que 
z  —  z^^  tend  vers  zéro.  Cela  prouve  que  la  surface  du  cône 
s'approche  indéfiniment  de  la  surface  de  l'hyperboloïde. 

354.  Si  ron  coupe  par  un  plan  un  hyperboloïde^  et  son 
cône  asymptote  ^  on  obtient  deux  courbes  de  même  genrci  . 

En  efiet ,  soient 

P-r«4-py  +  PV  =  H, 
Pa;«  +  Py+PV  =  0, 

les  équations  d'un  hyperboloïde  et  du  cône  asymptote.  Si  Ton 
coupe  ces  surfaces  par  le  plan 

z  =  mx  +  ny  +  fc , 

les  équations  des  projections  sur  le  plan  xy  des  deux  courbes 
obtenues  ne  différeront  que  par  les  termes  du  premier  degré 
et  par  le  terme  indépendant  des  variables.  Il  s'ensuit  évidem- 
ment que  ces  courbes  sont  de  même  genre.  On  peut  même 
ajouter  qu'elles  sont  semblables  y  si  Ton  se  reporte  aux  .consî- 
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dérations  que  nous  avons  développées  dans  V appendice  ïh 
géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

SBCTIOIIS  RSCTnjGNBS  DS  L'HTPRRBOLOÏDB  A  UNE  NAPPE.  —  ON  PEUT, 
SUR  LA  SURPACR  DB  l'hTPBRPOLOÏDB  A  UNE  NAPPE ,  TRACER  DBUX 
DROITES  PAR  CHACUN  DE  SES  POINTS;  d'oU  RÉSULTENT  DEUX  Sl^ 
TàMES  DE  GÉNiRATRlCES  RECTILIGNES  DE  l'hTPERBOLOÏDE.  —  DEUX 
DROITES  PRISES  DANS  UN  idME  STSTÎME  NE  SE  RENCONTRENT  PAS  ^ 
ET  DEUX  DROITES  DE  SYSTEMES  DIFFÉRENTS  SE  RENCONTRENT  TOU- 
JOURS. —  TOUTES  LES  DROITES  SITUEES  SUR  l'hTPERBOLOÏDB  ÉTAHT 
TRANSPORTÉES  AU  CENTRE^  PARALLÎELEIIENT  A  ELLES-lfftlfES^  S'AP- 
PLIQUENT EXACTEMENT  SUR  LE   CÔNE  ASYMPTOTE. TROIS  DROITES 

d'un  même  SYSTEME  NE  SONT  JAMAIS  PARALLELES  A  UN  MÂME  PLAN. 

—  l'hypbrboloïde  a  une  nappe  peut-être  engendré  par  ,UNE 
droite  qui  se  meut  en  s*appuyant  sur  trois  droites  fixes,  non 

PARALLÈLES  A  UN  MÂME  PLAN;  ET,  RÉCIPROQUEMENT^  LORSQU'UNE 
LIGNE  DROITE  GUSSE  SUR  TROIS  DROITES  FIXES  ,  NON  PARALLÈLES  A 
UN  MÊME  PLAN,  ELLE  ENGENDRE  UN  HTPBRDOLOtDB   ▲    UNE   NAPPE. 

3ff5.  Soit: 

X*         V*         J8* 

l'équation  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  ;  on  peut  récrire 
comme  il  suit  : 

ou 

(?+?)(H)=('+?)('-f)- 

On  voit  que  cette  équation  peut  s'obtenir  par  l'élimination  de 


•>« 
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riodéterminée  X  entre  les  deux  équations  : 


(2) 


l+f=K'+0'    |-hr(*-ï)' 


OU ,  par  l'élimination  de  \t.  entre  les  deux  équations  : 

En  considérant  X  et  (&  comme  des  paramètres  variables , 
les  équations  (2)  et  (3)  représenteront  deux  systèmes  de 
droites  qui  seront  toutes  situées  sur  Thyperboloïde. 

5^6.  Veux  droites  éCun  même  sysitème  ne  sont  pas  datas  un       ;^ 
même  plan. 

Soient  : 

les  équations  d'une  droite  du  système  (X).  i9i  Tbn  ajoiAe  ces 
équations^  après  avoir  multiplié  Tune  d'elles  par  une  indéter- 
minée m,  on  aura  l'équation  générale  des  plans  qui  passent 
par  la  drdte  que  nous  considérons,  savoir: 

|+i_x(,+î)+„(|_l)_=(,-î)=o. 

Si  Ton  élimine  y  eXz  entre  cette  équation  et  les  équations 

d'une  seconde  droite  appartenant  au  système  (X),  il  viendra  : 
,V_X,(,+î)+„(i,_^)(,_î).=  0; 


'f 


t . 
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pour  que  lâ  droite  ^it  tqut  entière  contenue  dans  le  plan,  il 
faut  que  la  précédente  équation  soit  identique  quel  que  soit  j?, 
en  particulier  pour  a?  =  a;  ce  qui  donne  X'  =  X.  Cela  prouve 
que  les  deux  droites  (X)  et  (X')  ne  peuvent  être  dans  un  même 
plan. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  (pie  deux  droites  du 
système  (fx)  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan. 

Deux  droites  de  systèmes  différents  sont  toujours  dans  un 
même  plan. 

En  etkt,  soient  les  deux  droites  ; 

_  l+r=K*+ï)'  l-F=H'-ï> 

et 

réquation  généri^e  des  plans  qui  jpassent  par  la  droite  (X)  est  : 

a+0-'('+f)+-(|-r)-?(*-9-^ 

Si  Ton  élimine  y  et  z  entre  cette  équation  et  celle  de  la 
droite  (fi.) ,  il  vient  : 

^ 

or,  pour  rendre  cette  équation  identique ,  il  suffit  de  prendre 
m  =  X(x;  d'où  il  suit  que  les  deux  droites  que  nous  considé- 
rons sont  dans  un  même  plan. 

.557.  Par  chaque  point  {x\y'yz')  de  Thyperboloïde,  on 
peut  tracer  sur  la  surface  une  droite  du  système  (X)  et  une 


^ 
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droite  du  système  (îi)..En  (?ffet,  pui3C[u'on  ^^  par  hypo- 
thèse : 

a«  "^  6«       e~    ' 


on  pourra  trouver  une  valeur  de  X  et  une  valeur  de  [i,  telles 
que  Ton  ait  à  la  fois  : 


et 


Les  paramètres  X  et  {i  étant  ainsi  déterminés^  leà  équations: 


et 


seront  celles  de  deux  droites  situées  sur  la  sur&ce  et  p^^s^t 
par  le  point  [x\  xf,  z'). 

5S8.  Il  est  important  d'établir  que  toute  droite  tracée  sur 
rhyperboloïde  appartient  nécessairement  à  l'un  des  deux  sys- 
tèmes dont  nous  venons  de  constater  l'existence.  Supposons 
en  effet  qu^une  droite  AB  située  sur  la  surface  n'appartienne 
ni  au  système  (X)  ni  au  système  (;a).  Par  un  point  A  de  AB,  me- 
nons une  droite  AL  du  système  (X);  puis,  par  chacun  des 
points  de  AB,  menons  une  droite  du  système  (ji.);  chacune  de 
ces  droites  rencontrera  AL  et,  par  suite,  elles  seront  toutçs  dans 
un  même  plan,  ce  que  nous  avons  démontré  être  impossible. 
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359.  Les  deux  systèmes  de  dr^âtes^  qu'<m  pevt  trm^  m 
rhyperboloïde 

a'  "^  6*       c*  ""    ' 
ont^  comme  on  vient  de  voir^  pour  équations  : 

Si  Ton  transporte  ces  droite  parallèlement  à  elles-mêmes  au 
centre  de  la  surface^  leurs  équations  devîeniient  évideno- 
ment: 

y   ,  z      .X         y      z.  \  ,x 

6c         a'        h       c.Xa* 

yjs a?         y       z \  X 

h       c  a  h       c       [La 

Éliminant  X  entre  les  deux  premières  ^  ou  (a  entre  les  deux 
dernières,  il  vient: 

Il  résulte  de  là  que  : 

Toutes  les  droites  situées  sur  Vhyperhol&ide^  étant  transpor- 
tées au  centre  parallèlement  à  elles-mimes,  s'appliquent  exac- 
tement sur  le  c&ne  asymptote. 

D'oq  Ton  peut  conclure  immédiatement  que  : 

Trois  droites  situées  sur  Vhyperboloïde  ne  sont  jamais  pa- 
rallèks  d  un  même  plan. 
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CîM*)  autrement^  il  y  aurait  trois^énératricesdu  côneasymp- 
Ole  dans  un  même  plan. 

Il  est  très-aisé  de  reconnaître  y  soit  par  le  calcul ,  soit  par 
des  considérations  géométriques  fort  simples^  que  les  projec- 
tions des  droites  (X)  et  (fi)  sur  les  plans  coordonnés  sont  tan- 
gentes aux  sections  principales. 

360.  Si,  par  Tune  des  droites  qu'on  peut  tracer  sur  Thy- 
perboloïde^  on  fait  passer  un  plan,  ce  plan  coupera  la  surface 
suivant  une  seconde  droite  y  puisque  les  sections  planes  des 
surfaces  du  second  degré  sont  des  courbes  du  second  degré. 
Les  sections  ainsi  obtenues  sont  dites  sections  rectilignes. 

Les  mêmes  droites  prennent  aussi  le  nom  de  générairiees 
recHlignes  y  parce  qu'elles  peuvent  être  considérées  comme 
étant  les  diverses  positions  d'une  droite  mobile^  qui  dans  son 
mouvement ,  engendre  la  surface.  En  effet ,  soient  L^  U,  V 
trois  génératrices  du  système  (X)  ;  par  chaque  point  de  L  on 
peut  mener  une  droite  M  du  système  ({x)  ^  laquelle  rencontrera 
les  droites  U  et  \J'.  Le  mouvement  de  la  droite  M  est  déter- 
miné par  la  condition  qu'elle  rencontre  les  droites  L.,  \!y  U\ 
et  il  est  clair  que^  dans  ce  mouvement^  cette  droite  mobile  en- 
gendrera la  sur&ce. 

361 .  Nous  allons  démontrer  que  réciproquement  : 
Lorsqu'une  droite  glisse  sur  trois  droites  fixes ,  non  situées 

deux  d  deux  dans  un  même  plan  et  non  parallèles  d  un  même 
plan,  elle  engendre  un  hyperbol&ide. 

Soient  A  ^  B^  C  les  trois  droites  données  (fig.  166)  ;  menons 
par  chacune  d'elles  deux  plans  respectivement  parallèles  aux 
deux  autres;  ces  six  plans  détermineront  un  parallélipipède 
dont  nous  prendrons  le  centre  0  pour  origine  des  coordon- 
nées; quant  aux  directions  Ox^  Oy ,  Oz  des  trois  axes^  nous 
les  choisirons  parallèles  aux  droites  A^  B,  G  respectivement. 
Cela  posé,  en  désignant  par  Sa,  ^,  S^  les  longueurs  des 


^^■' 
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arêtes  du  pàràlléliiûpède ,  les  équatibns  des  droites  données 
seront  : 


Soient: 


flg.  166. 


(1)      œ  =  mz+p,  (2)      y  =  nz^q^ 


les  équations  d'une  droite  G  qui  rencontre  A ,  B ,  C.  Les  con- 
ditions, pour  qu'il  y  ait  rencontre ,  sont  : 


(3) 
(i) 

(8) 


a= — mc-\'Py 

—  a — p      b — a 
=  — — i, 

m  n 


On  aura  évidemment  T  équation  de  la  surfade  engendrée  par 
la  droite  6,  en  éliminant  m^fiyp/q  entre  le^  chiq  équations 
(1),  (2),  (3),  (4),  (5)5  rélîmination de  p ét^  donne  d'abord  : 
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enfin  ^  éliminant  m  et  n  entre  ces  trois  dernières  équations  ^ 
il  vient: 

(a:  +  a)(y  +  6)(;5  +  c)  — (a?— a)(i/  — 6)(;5— c)  =  0. 
ou 

aj/^  +  hxz  +  cary  -f-  ahc  =  0. 

Cette  équation  est  du  second  degré  ef  elle  a  un  centre  unique; 
c'est  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  car  il  est  évident 
que  PeUîpsoïde  et  Thyperboloïde  à  deux  napbes  ne  peuvent 
pas  admettre  de  génératrices  rectiligues. 

362.  Il  est  bon  de  remarquer  le  cas  particulier  de  l'hyper- 
boloïde  de  révolution  à  une  nappe;  cette  surface  peut  évi- 
demment être  engendrée,  en  faisant  tourner  autour  de  Taxe  de 
révolution  l'une  quelconque  des  droites  contenues  dans  la  sur- 
face. Ici -l'ellipse  de  gorge  se  réduit  à  un  cercle  et  le  cône 
asymptote  est  un  cône  droit. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  :  réciproquement,  %i  une  droite 
tourne  autour  d'un  axe  fixe  non  situé  avec  elle  dans  un  même 
plan,  cette  droite  mobile  engendrera  un  hyperboloïde  de  ré- 
volution  à  une  nappe. 

En  effet,  prenons  pour  axe  des  z  Taxe  de  la  surface,  pour 
axes  des  x  et  des  y  deux  droities  rectangulaires,  situées  dans  le, 
plan  que  décrit  la  plu3  courte,  distance  de  la  génératrice  à 
Taxe.  Soient  MP  Tune  des  génératrices  et  M  le  point  où  cette 
génératrice  rencontre  le  pian  xy.  Désignons  par  r  la  longueur 
domiée  OIMt  qui  est  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice 
à  l'axe;  par  (o  Tangle  variable  MOa?;  enfin,  par  a,  6,  y  les 
angles  formés  par  la  génératrice  avec  les  axes;  l'angle  y  est 
constant,  les  angles  a  et  t  sont  variables. 
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Les  coordonnées  du  point  M  sont  : 

â;:=rcosco  ,y  =  rsinco  ,x  =  0; 

par  suite  les  équations  de  la  droite  MP  sont  : 

X  —  rcosu) y  —  rsinw z 

cos«  cos6  cosY* 

Celaposéy  on  a  : 

cos*  a  4- cos*6  +  cos* Y  =  i  ; 

en  outre^  la  droite  MP  étant  perpendiculaire  sur  OM ,  qui  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  cosco^  siao»  et 
zéro,  on  a  : 

cosa  cos  CD -f  cos6  sincD  =  0  ^ 
ou 


cosa  cos  6       v/cos*  a  -|-  cos*6 

sinu)  coso»  i 


smY; 


par  suite , 

cosa  =  ±  sin  Y  sinciv,        cos6  =  qp  sin  y  cosca. 

Les  équations  de  la  génératrice  deviennent  alors  : 

œ  =  ±z  tangY  sinco  -f-  r  cosco, 
y  =  qzz  tangY  costo  +  r  sînw; 

elles  ne  renferment  plus  que  le  seul  paramètre  variable  co.  On 
élimine  co  entre  ces  équations,  en  les  élevant  au  carré  et  ajou- 
tant ensuite  ;  il  vient  ainsi  : 

^*  +  y*  —  «*  tang*  Y  =  »"% 
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équation  qui  est  celle  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe^  dont  les 

2r 

axes  réels  sont  égaux  à  2r  et  dont  Taxe  imaginaire  est . 

tangY 

SECTIONS  REGTIUGNES  DU  PARABOLOIDE  BYBERBOLIQUE.  —  ON  PEUT, 
SUR  LÀ  SURFACE  DU  PARABOLOIDE  HYPERBOUQUE^  TRACER  DEUX 
DROITES  PAR  CHACUN  DE  SES  POINTS;    d'oU   RESULTE  LA   ciNERA- 

TION  DU  PARABOLOIDE  PAR  DEUX  SYSTÈMES  DE  DROITES.  DEUX 

DROITES  D*UN  HÉUE  SYSTÈME  NE  SE  RENCONTRENT  PAS^  MAIS 
DEUX  DROITES  DE  SYSTÈMES  DIFFERENTS  SB  RENCONTRENT  TOU- 
JOURS.—  TOUTES  LES  DROITES  d'uN  MÊMB  SYSTÈME  SONT  PARAL- 
LÈLES A  UN  MÊME  PLAN.  — -  LE  PARABOLOIDE  HYPERBOLIQUE  PEUT 
ÊTRE  ENGENDRE  PAR  LE  MOUVEMENT  d'uNE  DROITE  QUI  GLISSE 
SUR  TROIS  DROITES  FIXES  PARALLÈLES  A  UN  MÊME  PLAN;  OU 
BIEN  PAR  UNE  DROITE  QUI  GLISSE  SUR  DEUX  DROITES  FIXES ,  EN 
RESTANT  TOUJOURS  PARALLÈLE  A  UN  PLAN  DONNE.  RECIPROQUEMENT^ 
TOUTE  SURFACE  RESULTANT  DE  l'uN  DE  CES  DEUX  MODES  DE  GENE- 
RATION EST  UN  PARABOLOIDE  HYPERBOUQUE. 

365.  Soit 

(1)  2L_^=2a:, 

'  p       p 

l'équation  d'un  parabololde  hyperbolique;  on  peut  l'écrire 
comme  il  suit  : 

\^P     sIp'J  W    v9/ 

on  voit  alors  qu'elle  peut  s'obtenir  par  Télimination  de  l'indé- 
terminée X  entre  les  deux  équations  : 

(2)       X4.        =2X^,      ^ -=p 

29 
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OU  par  l'élimination  de  (a  entre  les  deux  équations  : 

SP      VP'  VP       VP'       »* 

En  considérant  X  et  (&  comme  deux  paramètres  variables, 
les  équations  (2)  et  (3)  représenteront  deux  systèmes  de  droites 
qui  seront  toutes  situées  sur  le  paraboloïde. 

364.  Dmx  droites  d'un  mime  sf/stème  ne  sont  pas  dans  un 
mêifiu  plan. 

Soient  : 

les  équations  d'une  droite  du  système  (X).  L'équation  générale 
des  plans  qui  passent  par  cette  droite  sera  : 

Si  Von  élimine  y  et  ;:  entre  cette  équation  et  les  équations  : 
y         j5  .,        y         z  i 

-7::+— P 2AX,     •— -pZ y, 

VP      VP'  VP      VP 

d'une  seconde  droite  appartenant  au  système  (X) ,  il  viendra  : 


2>c(V_X)  +  m(i-i)=0; 


pour  que  la  droite  soit  tout  entière  contenue  dans  le  plan^  il 
faut  que  la  précédente  équation  ait  lieu  quel  que  soit  x^  cela 
exige  que  Ton  ait  X' =X.  Il  s'ensuit  que  deux  droites  du  sys- 
tème (X)  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
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'  ....  .  • 

. .      .  I .  .  I  '     .  .  ;  *  ■  »       * ,  1  .  *  »    .  i  '. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  deux  droites  du. 
système  ((t)  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan  et  y  par  suite  ^ 
qu'elles  ne  peuvent  jamais  se  rencontrer. 

Deux  droUes  de  systèmes  différents  sont  toujours  dans  un 
même  plan. 

En  effet ,  soient  les  deux  droites  : 

y    .    ^       r.^        y        z       \ 

y   ,    «  y       «  ;   2a! 

Uéquation  générale  des  plans  qui  passent  par  la  droite 

(X)  est  : 

Si  Pon  élimine  y  et  i  éntl@  cette  éqiiatioh  et  celle  dé  là 
droite  ((n) ,  il  vient  : 

or,  pour  que  cette  équation  soit  identique^  il  sufSt  de  prendre 
m=X[i^  d'où  il  suit  que  les  deux  droites  que  nous  considé- 
rons sont  dans  un  même  plan. 

365,.  Par  chaque  foint  (afy^^xf)  d» parciboUMe  on  peut 
tracer  une  droite  du  système  (X]  et  une  droite  du  système  [\t). 
En  effet ,  puisqu'on  a^  par  hypothèse  : 

P      P 
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on  pourra  trouver  une  valeur  de  X  et  une  valeur  de  fi  teUes 
que  Ton  ait  : 

yfp     \Ip'  Vp     s/F     ^ 

_»;_      _£__^        _y^ fl  =  ?£ 

Les  paramètres  X  et>  étant  ainsi  déterminés,  les  équations 

J_iJ__^         J i-=?î 

seront  celles  de  deux  droites  tracées  sur  la  surface  et  pas- 
sant par  le  point  (af,  y',  «'). 

Toute  droite  tracée  sur  le  paraboloïde  appartient  nécessai- 
rement à  Tun  des  deux  systèmes  dont  nous  venons  de  con- 
stater Texistence;  on  s'en  assure  en  répétant  textuellement 
te  raisonnement  que  nous  avons  Eût  au  sujet  de  l'hyperbo- 
loïde  (n'»  358). 

566.  Les  droites^  que  l'on  peut  tracer  sur  le  paraboloïde 

P       P 

forment  ainsi  deux  systèmes;  celles  de  l'un  des  systèmes 
sont  évidenunent  parallèles  au  plan 

X— L  =  o, 

VP      \p' 
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et  celles  de  l'autre  système  au  plan 

Soient  L,  U,  V  trois  droites  appartenant  au  même  sys- 
tème; toutes  les  génératriœs  de  l'autre  système  les  rencon- 
treront. Or^  si  une  droite  mobile  est  assujettie  à  rencoi\trer 
trois  droites  fixes  ^  le  mouvement  de  cette  droite  est  déter- 
miné 'y  d'où  il  suit  que  le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être 
engendré  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  trois 
droites  données  parallèles  à  un  même  plan. 

Si  au  lieu  de  trois  droites  appartenant  au  même  système^ 
on  en  considère  deux  seulement  L  et  Vy  les  droites  dii  second 
système  qui  les  rencontrent  toutes  deux  sont  en  outre  paral- 
lèles à  un  plan  fixe.  Or  le  mouvement  d'une  droite  est  déter- 
miné par  la  condition  que  cette  droite  rencontre  deux  droites 
fixes  et  reste  parallèle  à  im  plan  fixe.  Donc  le  paraboloïde 
hyperbolique  pçut  être  engendré  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie,  sur  deux  droites  fixes  et  reste  parallèle  h-  un  plan 
fixe. 

Le  plan  fixe  est  appelé  plan  directeur^  les  droites  fixes  dt- 
rectrices  et  les  droites  mobiles  génératrices.  Aussi  emploie-t- 
on la  dénomination  de  génératrices  redilignes  pour  désigner 
les  droites  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  du  paraboloïde 
hyperbolique.  On  leur  donne  aussi  le  nom  de  sections  reeti- 
lignes  y  parce  que  deux  droites  appartenant  à  deux  systèmes 
différents  constituent  la  section  du  paraboloïde  par  un  plan. 

367.  Nous  allons  démontrer  les  i^édproques  des  proposi- 
tions que  nous  venons  d'établir» 

Lorsqu'une  droite  glisse  sur  irak  drùU$$  fixes  y  parallèles  4 
un  même  plan  y  elle  engendre  un  pnttitelof  «Te  hyperboliqt^. 
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Soient  Ox^  AB  et  CD  (fig.  167)  les  trois  droites  données 

parallèles  à  un  même'  plan; 
nous  prendrons  pour  axe  des  x 
une  droite  qui  rencontre  les 
trois  droites  données^  pour  axe 
des  X  l'une  de  ces  droitesi 
Ox  par  exemple,  et  pour  axe 
des  y  une  droite  Oy  parallèle  | 
Tune  des  deux  autres  droites 
y  données  AB  lia  droite  ci)  sera. 

9i.  197.  par  hypothèse ,  parallèle  au 

plan  xy;  les  équiations  des  droites  données  ^rqnt  : 

wii::*;  h:'1:  '«"(i:r 


Soient  ai  outre: 

«=m?.-j-|b       y  =  «?  +  î 

les  équations  d'une  droite  G  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites 
âonîi^.  Led  cdùditions  pour  qull  y  mt  rencontre  sont  : 

jf  =  0,  mfc+p=0,       a(mt+p)=nt+ç. 

Si  Vcm  élimine  m^  n,  p,  q  entre  ces  équations  et  celles  de 
la  génératrice^'  on  dbtieitdrâ  l'équation  de  la  surface  engen- 
(frée,  savoir:  *  ' 

« 

kyaf — a{Jk'^h)xZ'^khy=iO. 

Cette  équation  est  du  second  degré  y  et  on  voit  immédiate- 
ment que  la  surface  qu'elle  représente  n'a  pas  de  centre;  il 
s'ensuit  que  cette  surfece  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 
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Effectivement  il  est  clair  qu'on  ne  peut  tracer  aucune  d?oi|e 
sur  le  paraboloïde  elliptique  5  et  d'ailleurs  toutes  les  droites 
tracées  sur  le  cylindre  parabolique  sont  pm*allèles. 

368.  Lorsqu'une  droite  glisse  sur  deux  droites  fixes  et  reste 
parallèle  d  un  plan  fixe,  elle  engendre  un  parabol&ide  hyper- 
bolique. 
Soient  AP  et  BQ  les  deux  droites  données  (fig.  168).  Nous 

prendrons  pour  plan  xf 
un  plan  parallèle  au  plan 
directeur  donné  ;  plour 
axe  des  y  la  droite  qui 
joint  les  points  4'interseo* 
tion  P  et  Q  de  ce  plan  avec 
les  droites  données;  ppur 
origine  le  milieu  0  dePQ; 
pour  plan  xz  le  plan  mené 
flg.  168.  par  0  parallèlement  aux 

deux  droites  données^  ce  qui  détermine  Taxe  des  x;  enfin 
menant  OÀ'  et  OB'  parallèles  respectivement  aux  droites  don- 
nées AP  et  BQ ,  puis  coupant  ces  parallèles  aux  points  R  et  H 
par  une  droite  RH  parallèle  à  Ox^  nous  prendrons  pour  axe 
des  z  la  droite  01  qui  passe  par  le  milieu  de  RQ.  CSela  posé , 
les  équations  des  droites  données  seront: 

(AP)jî'  =  *^      (BQ)  (»=-*' 
>     ^  }x=azy     ^^'  \x=—az. 

La  génératrice  étant  parallèle  au  plan  xy,  ses  équatfQOs 
seront: 


■»    1 


zszk,      yzszmx+n, 


pour  que  cette  droite  rencontre  les  deux  droites  données,  \\ 
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faut  que  ron  ait 

d'où 

n=.Oy      h=:màk. 

Éliminant  m,neik  entre  ces  deux  équations  et  celles  de  la 
génératrice^  il  vient  pour  Féquation  de  la  surface  : 

h 
a 

Cette  équation  est  celle  d'une  surface  du  second  degré  dé- 
nuée de  centre  et  qui  ne  peut  être  qu'un  paraboloïde  hyper- 
bolique. 


Questions  à  résoudre. 

I.  Reprendre  l'étude  des  plans  principaux  d!après  les  équa- 
tions réduites.  Les  sur&ces  à  centre  n'ont  que  trois  plans  prin- 
cipaux. Le  cas  des  surfaces  de  révolution  fait  seul  exception. 
Les  deux  paraboloïdes  n'ont  que  deux  plans  principaux;  il 
n'y  a  exception  que  pour  le  paraboloïde  elliptique  de  révolu- 
tion. Enfin  le  cylindre  parabolique  n'a  qu'un  seul  plan  prin- 
cipal. 

II.  Si  Ton  fait  passer  deux  surfaces  du  second  degré  par 
une  même  courbe  du  second  degrés  ces  deux  surfaces  se 
coupent  suivant  une  seconde  courbe  qui  est  plane  et  qui  est 
du  second  degré. 
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in.  Étant  donnée  une  surface  du  second  degré  à  centre,  si 
on  la  coupe  par  une  sphère  concentrique,  on  peut  choisir  le 
rayon  de  la  sphère  de  manière  que  les  points  d'intersection 
soient  placés  sur  deux  plans.  Il  en  résulte  que  cette  intersec- 
tion est  composée  dé  deux  c^x^les  réels  ou  imaginaires.  Dé- 
duire de  là  que  les  surfaces  à  centre  admettent  deux  systèmes 
de  sections  cÙY^ulsûres. 

ly.  Montrer  qu'on  peut  considérer  le  paraboloïde  elliptique' 
conmie  la  limite  d'une  série  d'ellipsoïdes. 

Trouver,  par  cette  considération,  les  deux  systèmes  de  sec- 
tions circulaû*es  qu'admet  le  paraboloïde  elliptique. 

V.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  angles 
trièdres-trirectangles  circonscrits  à  une  surface  du  second 
degré. 

VI.  Trouver  l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  donné 
d'une  surface  du  second  degré. 

Yn.  Trouver  l'équation  générale  des  plans  tangents  à  une 
surface  du  second  degré  ^  menés  par  un  point  extérieur. 
Démontrer  que  ces  plans  sont  tangents  à  la  surface  d'un  cône 
qui  a  pour  sommet  le  point  extérieur  et  qui  touche  la  sur- 
face suivant  une  courbe  plane. 

Vni.  Démontrer  que  les  trois  équations 

x^         y*  z* 

oc*  y'    ,         z*     _ 

représentent  un  système  triple  de  surfaces  orthogonales.  6  et  c 


f 
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sont  des  constantes  données;  p^  (a,  v  des  paramètres  variables; 
on  suppose  5<c<p;5<jji<c;  v<ft<c.  La  première 
équation  représente  des  ellipsoïdes^  la  deuxième  des  hyper- 
boloïdes  à  une  nappe  et  la  troisième  des  hyperboloîdes  à 
deux  nappes.  Ces  surfiu^  sont  dites  homo focales,  parce  que 
leurs  sections  principales  on^  mêmes  foyers. 

IX.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  la  question 
précédente ,  on  propose  d'exprimer  les  coordonnées  x,  y ,% 
en  fonction  des  paramètres  p  >  (a,  v. 
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CHAPITRE  Y. 

COMPLÉMENT  DE  LA  THÉORIE  DES  SURFACES 
DU  SECOND  DEGRÉ. 


DISCUSSION  d'uNB  ISQUATION  DU  SECOND  DECRIS  k  TROIS  .VARIABLES* 

569.  Nous  nous  proposons  de  montrer,  dans  ce  chapitre, 
comment  on  peut  déterminer  la  nature  de  la  surface  repré- 
sentée par  une  équation  numérique  du  second  d^é  à  troi? 
variables. 

Soit  à  étudier  la  surface  représentée  par  Téquation  : 

Aa;*4-Ay4-AV+2Byjr+2B'xx+2B"a?y 

On  commencera  par  former  les  équations  qui  détermi^^l^nt 
les  coordonnées  du  centre  ;  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1°  n  y  a  un  centre  unique;  la  surface  est  alors  un  ellip- 
soïde ,  un  hyperboloïde  à  une  ou  deux  nappes  ou  un  cône; 

2**  Il  y  a  un  nombre  infini  de  centres  en  ligne  droite  ou 
situés  sur  un  même  plan;  la  surface  est  alors  un  cylin4ré  à 
base  elliptique  ou  hyperbolique ,  ou  le  système  de  deux  plan3 
parallèles  ; 

3"  Il  n'y  a  pas  de  .centre.  La  surface  est  alors  un  pjarabo- 
loide  elliptique  ou  hyperbolique  ou  un  cylindre  parabolique. 

Nous  examinerons  successivement  ces  trois  cas. 
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Surfacei  qui  ont  un  centre. 

370.  Lcmqu'on  se  sera  assuré  qu'il  existe  un  centre  unique; 
pour  connaître  la  nature  de  la  siur&oe^  on  résoudra  l'équation 
proposée  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées  dont  le  carré 
figure  dans  l'équation;  si  x  est^  par  exemple^  cette  coor- 
donuée^  on  aura  une  expression  de  la  forme  : 

x=mx+ny+p±ij'4xy*+bxy+cx*+dy'\'ex+f. 

Les  points  du  plan  xy,  sur  lesquels  se  projette  la  surface,  sont 
définis  par  l'inégalité  : 

ay*  +  bxy+cx*+dy+ex']-f>0. 

L'espace  recouvert  par  ces  points  est  séparé  du  reste  du  plan 
par  la  couii)e  dont  l'équation  est 

Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1*  Cette  courbe  est  une  ellipse; 

2*  Cette  courbe  est  une  hyperbole  ; 

3®  Cette  courbe  est  imaginaire. 

II  est  évident  qu'elle  ne  peut  jamais  être  une  parabole; 
car  les  coordonnées  x  et  y  de  son  centre  sont  les  mêmes 
que  les  coordonnées  a?  et  y  du  centre  de  la  surface. 

371.  Si  la  courbe  est  une  ellipse,  la  surface  se  projette  à 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  d'une  ellipse;  on  saura  lequel  de 
ces  cas  se  présente  en  cherchant  si^  pour  les  valeurs  de  x  et  de 
y  qui  correspondent  au  centre  de  la  surface ,  la  valeur  de  z  est 
réelle  ou  imaginaire  :  or  il  est  clair  qu'une  surface  du  second 
degré  à  centre ,  qui  se  projette  dans  Vintérieur  d'une  ellipse, 
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est  un  ellipsoïde;  et  une  surface,  qui  se  projette 4  Pextérieur 
d'une  ellipse,  est  évidemment  un  hyperboloïde  dune  nappe. 

Si  la  courbe  est  une  hyperbole,  la  surface  se  projette  à 
l'intérieur  ou  dans  la  partie  extérieure  à  l'hyperbole  (  nous 
nommons  partie  extérieure  à  Thypeiijole  celle  qui  est  du 
même  côté  que  le*  centre)  ^  on  saura  lequel  de  ces  cas  se  pré- 
sente en  cherchant  si ,  pour  les  valeurs  de  a?  et  de  y  qui  cor- 
respondent au  centre  de  la  surface ,  la  valeur  de  z  est  réelle 
ou  imaginante.  Or,  il  est  évident  qu'une  surface  du  second 
degré  à  centre,  qui  se  projette  sur  la  partie  du  plan  eiÂérieure 
à  une  hyperbole,  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  et  que 
celle,  qui  se  projette  sur  la  partie  intérieure,  est  un  hyperbih 
loîde  d  deux  nappes. 

Si  la  courbe  est  imaginaire ,  Texpressicm  qui,  dans  là  va- 
leur dez,  figure  sous  un  radical,  est  toujours  positive  ou 
toujours  négative,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  à;  et  de  j^. 
Dans  le  premier  cas,  la  surface  se  compose  de  dent  nappes 
distinctes  séparées  par  le  plan  diamétral  z=mX'\'ny-\-p; 
elle  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  Dans  le  Second  cas 
la  surface  est  imaginah*e. 

Dans  la  discussion  qui  précède  nous  avons  omis  deux  cas 
particuliers  qu'il  est  bon  d'indiquer. 

L'ellipse,  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  laquelle  la  surface 
se  projette,  peut  se  réduire  à  un  point  ^  la  surface  est  alors  un 
cône  ou  un  point. 

L'hyperbole,  qui  sert  de  limite  à  la  projection^  peut  se 
réduire  à  deux  droites;  la  surface  est  alors  un  cône. 

378.  Mais  il  existe  un  dernier  cas  qui  reste  en  dehors  de 
notre  discussion  et  que  nous  devons  traiter  actu^ement. 
C^est  celui  où  l'équation ,  ne  renfermant  le  carré  d'aucune 
coordonnée,  ne  pourrait  fournir,  pour  aucune  d'elles,  une 
expression  de  la  forme  admise  plus  haut.  L'équation  proposée 
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est  alors  de  la  forme  : 

2Bïjr+ffl'arx+2B"a:y+2Cx+2G'y+2C''jjr+F=0. 

Dans  ce  cas^  si  Ton  résout  réquation  par  rapport  à  x,  on 
obtient  une  expression  rationnelle  ^  et  par  suite  toujours 
rédle,  et  la  surlace  recouvre  le  plan  â^y  de  sa  projection; 
car,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y,  on  aura  une  valeur 
rédle  de  x.  L'ellipsoïde  ne  pouvant  évidemment  présenter  ce 
caractère^  nous  avons  à  décider  entre  l'hyperboloïde  à  une 
ou  à  deux  nappes. 

Or,  c'est  ce  que  l'on  peut  faire  au  moyen  du  théorème 
suivant  : 

Tbeorème.  Toute  droite  qui  ne  rencontre  fu'eti  un  uul 
poini  un  hyperboloïde  à  une  nappe  est  parallèle  à  une  géné- 
ratrice recHligne  de  la  surface. 

Prenons  Téquation  de  Thyperboloïde  à  une  nappe  sous  la 
forme 

a»  ^  6*       c*  "■    ' 


soient 


x=mz+p,        y  =  nz  +  qy 


les  équations  d'une  droite.  En  éliminant  j?  et  y  entre  les  équa- 
tions de  cette  droite  et  celle  de  la  surface,  il  vient  : 

La  condition  pour  que  la  droite  rencontre  la  sur&ce  en  un 
seul  point  est  : 

m^      n^       1  
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or  cette  équation  exprime  évidemment  que  la  droite  qui  a 
pour  équations  : 

est  située  sur  le  cône 

Donc  lorsqu'une  droite  ne  rencontre  l'hyperboloîde  qu'en  un 
point  y  elle  est  parallèle  à  l'une  des  génératrices  dii  cône 
asymptote  et  par  suite  à  une  génératrice  de  Thyperboloïde. 
On  déduit  immédiatement  de  ce  théorème  que  : 
Si  une  équation  du  second  degré,  qui  ne  renferme  pas  le 
carré  de  z,  représente  un  hyperboloïde  d  une  nappe,  l'axe  des 
X  est  parallèle  à  l'une  des  génératrices  reclilignes  de  la  sur- 
face. 
D'après  ce  qui  précède  ^  pour  savoir  si  l'équation 

StBs«  +  2B'a?«+2B''a?y  +  2(li?  +  2C'y  +  2G'';5  +  F==0, 

représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe ,  on  cherchera  si  elle 
peut  être  satisfaite  identiquement  en  y  supposant  x  =  a, 
i/=p,  et  choisissant  convenablement  les  constantes  a  et  p. 
Il  faudra  exprimer  qu'après  cette  substitution  le  terme  en  z 
est  nul  ainsi  que  le  terme  indépendant  de  js  ;  et  l'on  aura  : 

2B"ap + 2Ga + 2G'p + F  =0. 

Ces  deux  équations  fourniront  pour  a  et  p  des  valeurs  réelles 
ou  imaginaires.  Dans  le  premier  cas^  la  surface  sera  un  hyper- 
boloïde à  une  nappe;  et^  dans  le  second^  un  hyperboloïde  à 
deux  nappes. 
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Remarque.  La  discussion^  que  nous  venons  de  faire^  n'exige 
pas  que  l'on  change  les  axes  des  coordonnées  -,  nous  devons 
avertir  cependant  qu'il  sera  presque  toujours  plus  commode 
de  commencer  par  transporter  l'origine  des  coordonnées  au 
centre.  Lorsque  cette  transformation  sera  faite  ^  on  apercevra 
immédiatement  si  la  surface  considérée  est  un  cône;  la  con- 
dition, nécessaire  et  suflSsante  pour  cela^  est  que  réquation 
devienne  homogène  et^  par  suite  ^  que  le  terme  indépendant 
des  variables  disparaisse  de  Téquation  transformée.  En  effet, 
les  génératrices  du  cône  ayant  des  équations  de  la  forme  : 

x  =  mzy  y=nz, 

après  Pélimination  de  a?  et  de  y  entre  ces  équations  et  celle  de 
la  surface ,  z  aura  aussi  disparu  ;  ce  qui  ne  peut  arriver  que  si 
réquation  de  la  sur&ce  est  homogène.  Au  surplus^  le  cône  est 
compris  dans  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ;  en  cherchant  les 
génératrices  rectilignes,  d'après  la  méthode  qui  sera  indiquée 
plus  bas ,  on  saura  immédiatement  si  la  surface  proposée  est 
un  cône. 

Surfaces  qui  ont  un  nondtre  infini  de  centres. 

m 

573.  La  discussion  de  ces  surfaces  résulte  de  ce  qui  a  été 
dit  [xf*  324-325)  à  l'occasion  de  la  théorie  du  centre.  S'il  existe 
une  droite  dont  tous  les  points  sont  des  centres^  la  surface  est 
un  cylindre  à  base  elliptique  ou  hyperi}olique;  on  distin- 
guera ces  deux  cas  Fun  de  l'autre,  en  faisant  une  section 
parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés. 

S'il  existe  un  plan  dont  tous  les  points  soient  des  centres, 
la  surface  se  réduit  à  deux  plans  parallèles. 
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Surfaces  détiuées  de  centre. 

574.  Lorsqu'une  surface  du  second  degré  n^a  pas  de  centre , 
elle  peut  appartenir  à  l'un  des  genres  suivants  : 

Paraboloïde  elliptique  ^ 

Paraboloïde  hyperbolique. 

Cylindre  parabolique. 

On  pourra  toujours  distinguer  quel  est  celui  de  ces  trois 
genres  auquel  appartient  la  surface  proposée,  en  cherchant 
la  nature  des  courbes  suivant  lesquelles  elle  est  coupée  par 
les  plans  parallèles  aux  trois  plans  coordonnés. 

Si,  parmi  ces  courbes,  se  trouve  une  ellipse,  la  surface  est 
un  paraboloïde  elUptique;  car  le  paraboloïde  elliptique  est 
la  seule  surface ,  privée  de  centre ,  qui  admette  une  section 
elliptique. 

Si  y  parmi  les  trois  sections,  on  trouve  une  hyperbole,  la 
surface  est  un  paraboloïde  hyperbolique  ;  car,  parmi  les  trois 
surfaces  privées  de  centre,  le  paraboloïde  hyperbolique. est 
la  seule  qui  admette  des  sections  hyperboliques. 

Si  enfin  les  trois  sections  sont  trois!  paraboles,  la  surface 
est  un  cylindre  parabolique^  car  les  paraboloïdes  n^admettent 
pour  sections  paraboliques  que  celles  dont  les  plans  sont 
parallèles  à  l'axe,  et  les  trois  plans  coordonnés  ne  peuvéht 
pas  être  parallèles  à  une  même  droite. 

Recherche  des  génératrices  rectilignes. 

575.  Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  précédent,  qu'on 
obtient  immédiatement  les  génératrices  d'une  surface  du  second 
degré,  lorsque  l'équation  de  celle-ci  peut  être  préparée  de 
manière  que  chacun  de  ses  membres  se  décompose  en  deux 
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facteurs  linéaires.  Si^  par  exemple,  il  s'agit  d'une  surface 
ayant  pour  équation 

(ax  +  by  +  cz+d)(afx+b'y  +  c'z  +  d') 
=(Ax+By+Cz+D)(A'x  +  Wy  +  Cz+îy), 

les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices  seront 

«^  +6»4-c^+d  =  X(Aj:+By-|-Cz  +b), 

iix+b'y  +  c'z  +  d'  =  ^{A'x  +  B'y  +  Cz+iy); 

et 

«^  +by  +CZ  +d  =H.  (A'x+B'y  +  Cz+D'), 

a'x  +  b'y'{'C'z  +  d'  =  ^  (Aa? +By +Cz +D); 

mais  il  est  souvent  difficile  de  préparer  Féquation  de  la  ma- 
mère  que  nous  venons  d'indiquer;  aussi  convient-il  de  donner 
ici  une  méthode ,  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  aisément^ 
dans  tous  les  cas,  obtenir  les  génératrices  rectUignes. 
Désignons,  pour  abréger,  par 

(1)  F(x,î/,j?)  =  0, 

Féquation  d'une  surface  du  second  degré,  admettant  des  géné- 
ratrices rectilignes;  soit 

(2)  y=3aa?-f-ft, 

l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  xy  de  l'une  de  ces  gé- 
nératrices (G).  Le  plan 

y:=ax-^hf 
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coupera  la  surface  suivant  une  ligne  du  second  >de{^é  dont  k 
génératrice  (G)  fait  partie;  cette  ligne  se  composera  donc  de 
la  génératrice  (G)  et  d'une  autre  génératrice  (G').  Ce  système 
de  génératrices  (G)  et  (G')  se  projettera  sur  le  pian  xz  suivant 
un  système  semblable^  dont  l'équation  sera  évîdenïment  : 

(3)  F{x,ax  +  b,z)=0. 

Exprimant  donc  que  cette  équation  représente  deux  droites  ^ 
on  aura  une  équation  entre  a  et  fr, 

qui  sera  la  condition  nécessaire  pour  que  la  surface' proposée 
admette  des  génératrices  rectilignes. 

L'équation  (A)  donnera  en  général  deux  valeurs  pour  6  : 
h  =  «p(o),  ^=«pi  [d);  on  aura  donc  toutes  les  génératrices  rec- 
tilignes au  moyen  des  deux  systèmes 

y=raa?  +  cp(a),       F(a:,  ax  +  <f{a),  z)  —  0', 
y  =  ax  +  ^,{a),      F(x,  ax+^,{a),  z)  =  0. 

n  faut  observer  que,  dans  chaque  système,  la  seconde  équa- 
tion est  décomposable  en  deux  facteurs  linéaires;  il  semblerait 
qu'il  y  ait  lieu  de  distinguer  alors  quatre  systèmes  de  généra- 
trices ,  mais  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  précédenuneût,  que 
ces  quatre  systèmes  se  réduisent  à  deux  distincts.  On  trou- 
vera^ dans  ce  qui  va  suivre,  une  application  de  cette  méthode 
générale. 

Applications. 
!•  Soit  réquation 
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en  dierchant  les  coordonnées  a:', y',  z*  du  centre,  on  trouve  : 

et,  si  Ton  transporte  Torigine  à  ce  point  sans  changer  la  direc- 
tion des  axes,  l'équation  devient  : 

(2)  j;«4.y«-|.jj«4.2a;y  +  2a?z  =  4; 
si  on  la  résout  par  rapport  à  z,  on  trouve  : 

«= — a?±^ — y'— 2a:y  +  4; 

la  portion  du  plan  des  xy^  sur  laquelle  la  surface  se  projette, 
est  donc  définie  par  l'inégalité 

(3)  _y«_2an/+4>0; 

les  points,  dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  condition, 
sont  limités  par  Thyperbole 

— î/*  —  2iry+4  =  0; 

et,  comme  le  centre  de  cette  hyperbole  (57=0,  2/  =  0)  satis- 
fait à  la  condition  (3),  la  surface  se  projette  sur  la  partie  du 
plan  extérieure  à  Thyperbole;  elle  est,  par  conséquent,  un 
hyperboloïde  à  une  nappe. 
2<'  Soit  l'équation 

a?j/ +  ^*  *— ^-^  + 1  =  0  ; 

en  cherchant  les  coordonnées  du  centre,  on  trouve  : 

Y+z'  =  0,        a/— 2«'=0,        ir'— 2»'=0;   • 
d'où  l'on  tire  : 
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La  surface  a  donc  un  centre  unique^  qui  est  à  l'origine;  en 
outre^  cette  équation»  ne  contenant  pas  les  carrés  des  variables» 
représente  un  hyperboloïde^  et  Ton  sait  que,  s'il  est  à  une 
nappe»  il  existe  une  génératrice  parallèle  à  Taxe  des  2; 
cherchons  donc  si  une  droite»  ayant  pour  équations 

peut  être  située  en  entier  sur  cette  surface.  Si  nous  rempla- 
çons â?  et  y  par  ces  valeurs,  Téquation  de  la  surface  de- 
vient : 

et,  pour  qu'elle  soit  satisfaite  identiquement,  on  doit  avoir  : 

a— 2p=0,         ap  +  i=:0; 
or  on  déduit  de  ces  équations  : 

2p«  +  l=0, 

ce  qui  ne  se  peut.  La  surface  n'admet  pas,  par  conséquent»  de 
génératrice  rectiligne  parallèle  à  l'axe  des  z  ;  elle  est  donc 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

3^  Soit  l'équation 

(1)  yz-^xz-^^ûcy^z—ki 

en  cherchant  les  coordonnées  du  centre»  on  trouve  : 
>r'  +  î^'  =  0,        x'  +  z'=0,       y'  +  V==0; 

d'où  l'on  tire  : 

j/  =  0,        2/==0,        2=0. 
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La  surface  a  donc  un  centre  unique ,  qui  est  à  l'origine  ;  en 
outre ^  comme  son  équation  ne  renferme  aucun  carrée  elle 
ne  peut  représenter  qu'un  byperboloïde.  JPour  connaîtra  1^ 
nature  de  cet  liyperboloïde ,  posons  : 

en  substituant^  il  vient  : 

pour  que  cette  équation  ait  lieu  quel  que  soit  z^  il  &i|t 
qu'on  ait  : 

a  +  6=0,      «6=—*,      d'où      a«  =  ft; 

il  suit  de  là  que  l'équation  proposée  représentera  un  hyper- 
boloïdc  à  une  nappe ,  un  cône  ou  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes  suivant  que  k  sera  positif,  nul  ou  négatif. 

Supposons  k  positif  et  cherchons  les  génératrices  rectilignes 
de  la  surface.  Conformément  à  la  méthode  exposée  plus  haut, 
nous  poserons  : 

(2)  y  =  ew?  +  6; 

et,  en  portant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  proposée,  il 
vient  : 

(3)  jr[(a+i)a:  +  6]  +  ar*  +  6^  +  *  =  0; 

pour  que  cette  éxjuation  représente  deux  droites ,  il  faut  et  il 

suffit  que  ax^  +  6jc  +  fc  soit  divisible  par  (a  + 1  )^  +  ^  et  par 

h 
,  suite  qu'il  s'annule  pour  x=- XT^  ^^*®   condition 

donne  : 

6===fc(a  +  l)V^. 
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L'équation  (3)  se  décompose  alors  dans  les  deux  facteurs 

{a+i)z  +  ax±:\/k=0      et      x±:V^  =  0; 
si  Ton  prend  les  deux  équations 

y  =  axdz[a -^  i)  ^k 
(a  +  i)z  +  aœ±:\/k=Oy 

on  aura  les  équations  des  deux  systèmes  de  génératrices,  les- 
quels correspondent  respectivement  aux  signes  +  et  —  du 

radical  ^k;  si,  au  contraire,  on  prend  le  système 

y=ax±(o  +  l)  s/ky 
x±sjli  =  0, 

on  obtient  seulement  les  deux  génératrices  parallèles  à  Taxe 
des  z  et  qui  ont  respectivement  pour  équations 

x=:±sfky      y=zzç.  \Jh 

EXERCICES. 

Questions  à  résoudre, 

I.  Démontrer  que  si  une  surface  du  second  degré  repré- 
sente deux  plans  parallèles,  les  termes  du  second  degré  for- 
ment, à  un  facteur  numérique  près,  le  carré  de  la  somme  des 
termes  du  premier  degré. 

II.  Démontrer  que,  si  une  équation  du  second  degré  à 
trois  variables  représente  un  cylindre  parabolique,  l'ensemble 
des  termes  du  second  degré  forme  un  carré. 
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m.  Démontrer  que^  si  réquation 

Aiî»+Ay+AV+2By4r+2B'a?jaf+2B"rry=H 

représente  une  surface  de  révolution;  en  retranchant  de  son 
premier  membre  a(a:*+S*+'8?'),  on  pourra ,  pour  une  va- 
leur convenable  de  a  ^  obtenir  réquation  de  deux  plans  paral- 
lèles. 

IV.  Lorsqu'on  résout,  par  rapport  à  x,  une  équation  du 
second  degré  à  trois  variables^  et  que  la  valeur  obtenue  est 
de  la  forme  : 


le  centre  de  la  courbe  y  représentée  par  l'équation 

est  la  projection  du  centre  de  la  surface.  (Nous  avons  admis 
ce  théorème  sans  démonstration  n»  370.) 


DES  SURFACES  CONIQUES  ET  CYUNDRIQUES.  473 


CHAPITRE  VL 


DES  SURFACES  CONIQUES  ET  CYLINDRIQUES. 


TROUVER  l'Équation  générale  des  surfaces  coniques  et  des 

SURFACES    CYLINDRIQUES. 


376.  On  nomme  généralement  Cône  ou  surface  conique  la 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  passe  constamment  par 
un  point  donné  et  qui  s'appuie  sur  une  ligne  donnée.  Le 
point  donné  est  le  sommet  du  cône,  la  ligne  donnée  est  dite  di- 
rectrice et  la  droite  mobile  est  la  génératrice, 

377.  Proposons-nous  de  trouver  Téquation  d'un  cône 
dont  on  donne  le  sommet  et  la  directrice.  Soient  x*y  y\  z*  les 
coordonnées  du  sommet^  relatives  àtroisaxes  rectilignesqud- 
conques  et 

(1)  f{oo,y,z)=0,        F(x,y,z)=^0, 

les  équations  qui  représentent  la  directrice. 
Les  équations  de  la  génératrice  auront  la  forme  : 

(2)  X'-'a^  =  a(z^z'),    y  —  y'  =  b{Z'-^z'). 

Pour  que  cette  droite  rencontre  effectivement  la  directrice ,  il 
faut  que  les  équations  (1)  et  (2)  aient  une  solution  commune, 
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c'est-à-dire  que  l'équation^  résultant  de  l'élimination  de  x,  y^  x 
entre  (1)  et  (2) ,  ait  lieu  identiquement. 
Représentons  par 

(3)  ?(a,  6)=0, 

cette  équation  de  condition.  Il  est  évident  qu'on  aura  l'équa- 
tion du  cône  demandée^  en  éliminant  a  et  b  entre  les  équa- 
tions (2)  et  (3).  Cette  équation  est  donc 


ià\  (x—x'      y— y'  \_^ 


Réciproquement  Téquation  (4),  où  cp  désigne  une  fonction 
quelconque,  est  celle  d'une  surface  conique  dont  le  sooHnet  a 
pour  coordonnées  x',  y',  z'-,  en  effet,  il  est  évident  que  k 
droite  (2)  est  tout  entière  sur  la  surface  représentée  par 
l'équation  (4),  pûoiPvuque  a  et  b  satisfassent  à  Féquation  (3); 
d'ailleurs  cette  droite  pisse  constamment  par  le  point  (x'^y^^i^)* 
donc  elle  engendre  un  cône  qui  a  ce  point  pour  sommet. 

Remarque,  Si  le  sommet  du  cône  est  pris  pour  origine  des 
coordonnées,  l'équation  de  la  surface  se  réduit  à  la  forme: 


il-  !)=»^ 


C'est  la  forme  générale  dos  équations  homogènes.  Il  suit  de 
là  que  :  Toute  équation  homogène  entre  x,  y  et  z  représente 
un  cône  ayant  l'origine  pour  sommet;  et  réciproquement. 

378.  Pour  faire  une  application  de  ce  qui  précède,  propo- 
sons-nous de  chercher  l'équation  générale,  en  coordonnées 
rectangulaires,  des  cônes  obliques  à  base  circulaire. 

La  directrice  est  ici  un  cercle;  ce  cercle  sera  déterminé  si 
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Ton  donne  :  1°  les  coordonnées  x^^y^^  z^de  son  centre,  2°  le 
rayon  r,  3°  les  angles  a,  6,  -y  que  forme  Taxe  du  cercle  avec 
les  axes  des  coordonnées.  Nous  prendrons  pour  les  équations 
du  cercle  en  question:  d®  celle  de  son  plan,  2°  celle  d'Mue 
sphère  ayant  même  centre  et  même  rayon  que  lui.  Ces  équar 
tions  seront  évidemment 

Les  coordonnées  du  sommet  étant  x',  y\  z'y  les  équations  de  ]a 
génératrice  sont 

(2)    x  —  x'  =  a  {z—z'),    y-^i/^zb  (z—z'). 

La  première  équation  (1)  et  les  équations  (2)  donnent  : 

_    ,  oH 

X  — '  Xm  —  X  Xm  j     7  ~  ^     .  y 

^  *      acosa  +  tcoso+cosY 

bE 


Z Z^  =:Z  Z,  


OCOSa  +  ftcOSê-f-COSY^ 

H 


^      acosa-f-6cos6-|-cosY' 
en  faisant,  pour  abréger, 

H=  (x'  —x^)  cosa  4-  {y'—y^)  cosê  +  (z'—z^)  COSf  ; 

portant  maintenant  ces  valeurs  de  x  —  x^,  y  —  y^,  z — z^ 
dans  la  seconde  des  équations  (1),  il  vient  : 

r'  =  [x'  -  x,r  +  {y'  -  y,)'  +  {z'  -  z,Y 

_^a(po'-x,)  +  b{y'-y,)  +  (z'-z,) 


+ 


a  cosa -|- 6  cosS -|- cosY 
(a«  +  6«  + 1)  H' 

(a  cosa  -f-  b  cosê  -f-  cosy)^ 
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On  aura  l'équation  générale  des  cônes  obliques  à  base  cir- 
culaire^ en  remplaçant  dans  celle-ci  a  et  6  respectivement  par 

X — z        X — x! 

378.  On  nomme  Cylindre  ou  mrfaee  cylindrique  la  sor- 
fiuse  engendrée  par  une  droite^  qui  reste  constamment  paral- 
lèle à  elle-même  et  qui  s'appuie  sur  une  ligne  donnée.  LaUgne 
donnée  est  dite  dùreeirice^  la  droite  mobile  est  la  générairim. 

380.  Proposons-nous  de  trouver  Téquation  d'un  cylindre, 
connaissant  la  directrice  et  la  direction  de  la  génératrice. 
Soient: 

les  équations  de  la  directrice^ 

x=^axj        yzmbZy 

celles  d'une  droite  donnée  à  laquelle  la  génératrice  doit  res- 
ter parallèle.  Les  équations  de  cette  génératrice  seront  : 

(2)  x=az+py       y  =  6z  +  9; 

si  Ton  élimine  x,y,z  entre  les  équations  (1)  et  les  équa- 
tions (2);  on  obtiendra  la  condition 

(3)  ?(P,î)  =  0, 

qui  exprime  que  la  droite  (â)  rencontre  effectivement  la 
ligne  (1);  éliminant  ensuite  p  et  q  entre  les  équations  (i) 
et  (3),  réquation  résultante,  savoir  : 

(A)  ^(x—az,  y^bz)  =  0, 

sera  l'équation  du  cylindi'e. 
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Réciproquement^  quelle  que  soit  la  fonction  <p^  l'équa- 
tion (4)  représente  un  cylindre^  dont  les  arêtes  sont  parallèles 
à  la  droite 

x=zazy      y=bz; 

en  effet  la  droite  y  représentée  par  les  équations  (2) ,  sera  évi- 
demment tout  entière  sur  la  surface  (4),  pourvu  quep  et  q  sa- 
tisfassent à  réquation  (3). 

381.  Pour  faire  une  application  de  ce  qui  précède,  pro- 
posons-nous de  trouver  l'équation  d'un  cylindre  oblique  h 
base  circulaire.  Prenons  pour  origine  le  centre  du  cercle  qui 
sert  de  base  au  cylindre ,  pour  axe  des  z  une  parallèle  aux 
génératrices^  pour  axe  des  x  Tintersection  du  plan  du  cercle 
avec  le  plan  mené  par  l'origine  perpendiculairement  à  Taxe 
des  z^  enfin  pour  axe  des  y  une  droite  perpendiculaire  aux 
deux  autres  axes.  Cela  posé ,  désignons  par  r  le  rayon  du 
cercle  et  par  y  Tangle  que  &it  son  plan  avec  le  plan  xy.  Les 
équations  du  cercle  seront  : 

(1)  js=ytangY,        x*  +  y^+z^  =  r^; 

les  équations  de  la  génératrice  seront  : 

(2)  (x;=p,        y  =  q. 

Pour  avoir  l'équation  du  cylindre ,  il  faudrait  éliminer  x^  y 
et  z  entre  les  équations  (i)  et  (2) ,  puis  éliminer  p  et  q  entre 
la  résultante  et  les  mêmes  équations  (2)  ;  cela  revient  évidem- 
ment à  éliminer  la  seule  variable  z  entre  les  équations  (1); 
il  vient  ainsi  : 

*   cos*Y 
Le  résultat  auquel,  nous  venons  de  parvenir,  prouve  que,  si 
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Ton  projette  un  cercle  de  rayon  r  sur  un  plan  qui  tàsse  avec 
le  plan  du  cercle  un  angle  f ,  on  obtient  une  ellipse  dont  les 
axes  sont  2r  et  2r  cos  y  ;  résultat  qu'il  est  bon  de  connaître. 


Du  Cône  droit. 

382.  Le  cône  droit  peut  être  considéré  comme  engendré 
par  une  droite  qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe ,  en  passant 
constamment  par  un  même  point  de  celle-ci.  On  peut  ainsi 
trouver  très-simplement  Téquation  générale  des  cônes  droits. 
Supposons  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires;  soient 
(x'f  y'^z)  le  sommet;  6  l'angle  du  cône;  «,6,  y,  les  angles 
formés  par  l'axe  avec  les  axes  des  coordonnées;  «',€',  y  les 
angles  formés  par  une  génératrice  avec  les  mêmes  axes;  les 
équations  de  cette  génératrice  seront  : 

«—a/ y — y' z  —  z' 


cosa  COSê  COSY  i     i  \9      9  j     i    \  I 

On  a  d'ailleurs  : 

cos  0  =  COS  a  COS  a'  -f-  cos  6  cos  6'  -j-  COS  Y  cos  y'. 

Éliminant  «'^  6',  y'  ^^^^^  l^s  équations  précédentes  y  il  vient  : 

sl[x—alf  +  [y-y'f  +  («-  z'f  cos  6 
=  {x-^  cos  a  +  {y — y')  cos  6-f  [z — z  ')  cos  y- 

Telle  est  Téquation  générale  des  cônes  droits.  Elle  renferme 
six  constantes  ou  paramètres  indéterminés ,  savoir  :  x\  y\  z', 
^  et  deux  des  trois  angles  a,  ê,Y. 
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Du  Cylindre  droit. 

383.  On  peut  aussi  trouver  très-simplement  l'équation 
générale  des  cylindres  droits.  Soient  : 

les  équations  de  l'axe ^  rapporté  à  des  axes  rectangulaires^  r 
le  rayon  du  cylindre.  Désignons  par  x^  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  du  cylindre  ;  comme  la  distance  de  ce 
point  à  l'axe  est  égale  à  r ,  on  aura  (n**  315)  : 

r*(a*+b*+i)={œ'-az—pY+{y—bz'-qY-\'{ay—bx+bp-'aqY; 

telle  est  Téquation  générale  des  cylindres  droits.  Elle  renferme 
cinq  constantes  ou  paramètres  indéterminés  ir^a^b,  p,  q. 


EXERCICES* 

Questions  à  résoudre. 

i""  Reconndtre  si  un  cône^  donné  par  son  équation^  est  un 
cône  droit  j 

2^*  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  droits,  qui  passent 
par  une  conique  donnée. 


FIN. 


Parli.  »  ImpriBié  par  E.  Tamov  t^G*,  rm  Raelse,  M. 
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